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Resumen

En la presente investigacién el espacio de trabajo es la variedad diferenciable
H? x R, donde H? es el espacio hiperbélico de dimensién dos con el modelo del se-
miplano superior. El objetivo principal de este trabajo es demostrar la existencia de
graficos verticales completos en el espacio H? x R definidos sobre dominios exteriores
de H? x {0} con curvatura media constante H = % y crecimiento débil \/La Para ello,
primeramente se presentan los conceptos de métrica riemanniana definida en una
variedad enfatizando la métrica de H?; en la variedad producto H? x R se establecen
propiedades de la métrica producto, conexion riemanniana, geodésica y curvatura;
se presentan a los gréaficos verticales como un subconjunto del espacio H? x R dado
por {(z,y,t) € H* x R : t = u(x,y)} donde u : H? x {0} — R es una funcién dada
como grafico vertical con curvatura media constante, y se obtiene una relacion muy
importante de la divergencia de gréaficos verticales con su curvatura media mediante
una ecuacion diferencial parcial de segundo orden, este es un resultado con el cual

se consigue la demostracion del resultado principal.

Palabras claves: Gréfico vertical, curvatura media, métrica riemanniana, diver-

gencia.
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Abstract

In the present investigation, the work space is the differentiable manifold
H? x R, where H? is the two-dimensional hyperbolic space with the upper half-plane
model. The main objective of this work is to demonstrate the existence of complete
vertical graphs in the space H? X R over exterior domains of H? x {0} with constant

mean curvature H = - and weak growth \% To do this, first are presented the

2
concepts of the Riemannian metric defined on a manifold emphasizing the metric of
H2; In the product variety H? x R, properties of the product metric, Riemannian
connection, geodesic and curvature are established; are presented to vertical graphs
as a subset of the space H?> x R given by {(z,y,t) € H> x R : t = u(x,y)} whe-
re u : H? X {0} — R is a function given as a vertical graph with constant mean
curvature, and a very important relationship is obtained from the divergence of ver-

tical graphs with their mean curvature Through a second-order partial differential

equation, this is a result with which the demonstration of the main result is achieved.

Keywords: Vertical graph, mean curvature, Riemannian metric, divergence.
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Capitulo 1

Planteamiento del Problema

1.1. Planteamiento del Problema

1.1.1. Situacion Problematica

La geometria hiperbdlica en las ultimas décadas esta adquiriendo mayor im-
portancia por su interrelacién con miltiples ramas de la matemaética. asi mismo
estudiar H? x R ha adquirido mucha importancia en relacién a temas de investi-
gacion sobre éste espacio. La investigacion propuesta esta basada en el articulo de
Elbert et al. (2012) “Existence of vertical ends of mean curvature 1/2 in H* x R”,
que trata sobre los graficos verticales en la variedad producto del espacio hiperbdlico

de dimensién 2 con el modelo del semiplano superior con los reales H? x R.

Por otro lado, un grafico vertical en H? x R es el conjunto

S={(z,y,9(z,y)) : (z,y) € Q,y > 0}

donde €2 es un dominio y g es una funcién diferenciable, su curvatura media satisface



una ecuacion diferencial parcial de segundo orden. En esta investigacion se prueba
la existencia de graficos verticales en el espacio H? x R definidos sobre dominios
exteriores de H? x {0} con curvatura media constante // = § tomando en cuenta
que la curva frontera satisface algunas condiciones geométricas. Un ejemplo de curva

frontera es la elipse hiperbdlica con excentricidad pequena.

1.1.2. Formulacion del Problema

1.1.2.1. Problema General

;Existen gréficos verticales completos en el espacio HH? x R definidos sobre

dominios exteriores de H? x {0} con curvatura media H = 1 y crecimiento débil

19
Ta !
1.1.2.2. Problemas Especificos

» ;De qué manera se establecen propiedades y resultados de H? x R para la

solucion de problemas relacionados con graficos verticales?

= ;De qué forma se relacionan la divergencia de graficos verticales con su curva-

tura media mediante una ecuacién diferencial parcial de segundo orden?

1.1.3. Justificaciéon de la Investigacion

La geometria hiperbdlica nacié a principios del siglo XIX cuando unos mate-
maticos como Lobachevsky y Bolyai sentaron sus fundamentos, buscando aclarar la

existencia de geometrias planas diferentes de la euclideana.

Lo atractivo del estudio de la geometria hiperbdlica, en la actualidad, esta



motivado por numerosas y diferentes aplicaciones en el andlisis complejo, ecuaciones
diferenciales, topologia de variedades, sistemas dinamicos, relatividad, etc., mencio-
nadas areas con multitud de problemas de investigacion en las que se trabaja en la
actualidad y para las cuales la geometria hiperbdlica es una herramienta esencial. Al
estudiar ésta geometria no euiclideana, uno se da cuenta de que en esta geometria
hiperbdlica hay muchas preguntas de investigacion por aclarar, por lo que podemos

decir que forma una parte activa de la matematica contemporanea.

Un tema reciente en investigaciones es generalizar la teoria del plano hiper-
bélico H? al espacio H? x R con la métrica producto. Abrech, Nelli, Sa Earp, entre
otros, investigan este espacio H? x R. Por lo que resulta atractivo investigar acerca

de graficos verticales completos en H? x R.

1.1.4. Formulacion de Objetivos

1.1.4.1. Objetivo General

Demostrar la existencia de graficos verticales completos en el espacio H? x R
definidos sobre dominios exteriores de H?x {0} con curvatura media constante H = }

y crecimiento débil \/La

1.1.4.2. Objetivos Especificos
» Establecer propiedades y resultados de H? x R para la solucién de problemas
relacionados con graficos verticales.

= Determinar la relacién entre la divergencia de graficos verticales con su curva-

tura media mediante una ecuacién diferencial parcial de segundo orden.



Capitulo 2

Marco Teoérico Conceptual

2.1. Antecedentes de la investigacién

2.1.1. Antecedentes Internacionales

1. Santos et al. (2019) realizd la investigacién: “Aplicacién de Gauss Hiperbdlica y
Superficies CMC en H? x R”, para optar el grado académico de Maestro en Ma-
tematica en la Universidad Federal del Amazonas, Programa de pograduacién
en Matematica.

El objetivo general de la investigaciéon fue estudiar las propiedades geométricas

1

2611

de superficies con proyeccién vertical y curvatura media constante H =
H? x R

La investigacion llegd a las siguientes conclusiones:

a) El estudio de que bajo sobre ciertas condiciones impuestas a la superficie,
siempre es posible a través de una aplicacién harménica dada, recuperar
una superficie de curvatura media H = %, tal que la aplicacién es de Gauss

hiperbdlica y cuya parametrizacion esta en términos de la aplicacién.

4



2. Ruys et al. (2008) realizé la investigacién: “Superficies Minimas em Hy e H? x
R”, para optar el grado académico de Maestro en Matematica en la Universidad

Federal de Goias, Instituto de Matematica y Estadistica.

El objetivo general de la investigacion fue hacer un estudio de superficies mi-
nimas simplemente conexas en variedades riemannianas tridimensionales, bus-
cando determinar las condiciones necesarias para encontrar superficies minimas

en estos espacios.

La investigacién llegé a las siguientes conclusiones:

a) El estudio de las superficies minimas en Hz e H?> x R es un asunto que
viene siendo investigado hace pocos anos, por eso éste trabajo se limito al
estudio de superficies minimas sobre esos espacios Hz e H? x R y buscé

dar un camino para estudios en otros grupos de Lie.

b) La construccién de superficies minimas en grupos de Lie presentados
durante la investigacion es una generalizacién de la representacion de

Weierstrass de superficies minimas en R3.

2.1.2. Antecedentes Nacionales

1. Pari (2019) realizé la investigacién: “Gréficos horizontales en H? x R”, para
optar el grado académico de Maestro en Ciencias Matematicas en la Universi-
dad Nacional de San Agustin, Unidad de Posgrado de la Facultad de Ciencias

Naturales y Formales.

El objetivo principal de la investigacién fue demostrar la no existencia de un

grafico horizontal entero minimo en H? x R.

La investigacion llegd a las siguientes conclusiones:

a) El principio del méximo para gréficos horizontales es un resultado funda-



mental para la demostracién del resultado principal.

b) No existe superficies minimas M inmersas en H? x R tal que la frontera

asintética de M en 9., H? x R esté contenido en una recta.

¢) La segunda forma fundamental tiene un rol primordial en la obtencién de

propiedades geométricas de superficies inmersas en H? x R.

2. Medrano (2016) realizé la investigacién: “Principio del méximo en el espacio
Hiperbdélico H**1”, para optar el Titulo profesional de Licenciado en Mateméti-
ca en la Universidad Nacional de San Agustin, Facultad de Ciencias Naturales

y Formales.

El objetivo general de la investigacion fue estudiar y analizar la teoria de las

Hipersuficies de H"*!,
La investigacion llegd a las siguientes conclusiones:
a) Puesto que las derivadas de una funcién brindan informacién acerca del

comportamiento de la funcién, el principio del maximo verifica ésta afir-

macion.
b) En particular, una inmersion tiene codimensién 1, donde Vx& = —AX.

¢) En el Espacio Hiperbélico H"!, la curvatura media de una subvariedad
M con la métrica inducida expresa mediante una ecuacién diferencial

parcial.

2.2. Bases Teoricas

En esta seccion se describen algunos elementos de la geometria riemanniana
tomando gran interés en la variedad riemanniana M = H? denominado espacio

hiperbélico de dimension dos, usando el modelo del semiplano superior.



2.2.1. Meétrica Riemanniana

a métrica riemanniana es “una forma de medir longitudes de vectores tan-
L t “ f d dir 1 tudes d t t

gentes en un punto de una variedad, que varian diferenciablemente con el punto”
(Do Carmo, 2011, p. 41). En esta seccién se va a definir la métrica riemanniana y

se describe en el espacio H?.

Definicién 2.2.1. Una variedad diferenciable de dimension n es un conjunto M 1y

una familia de aplicaciones x,, : U, C R™ — M con U, abiertos, tales que:

2. Para todo par o, 8 con x;' (Uy) ﬂxgl (Ug) = W # ¢, los conjuntos x,* (W)

Yy xgl (W) son abiertos en R™ y las aplicaciones xgl o x, son diferenciables.

3. La familia {(U,,X4)} es mdzima relativament a las condiciones 1 y 2.
(Do Carmo, 2011, p. 2-3).

Dada una variedad diferenciable M, el espacio tangente a M en el punto

p € M es denotado por T,M.

Definicién 2.2.2. La métrica riemanniana en una variedad diferenciable M es una

correspondencia el cual asocia a cada punto p € M el producto interno
(), oM x T,M — R,

tal que, si un sistema de coordenadas localesx : U C R™ — M dep, conx(xy,...,x,) =
0

qexU)y o

(q) = dx,(0,...,1,...,0), entonces las funciones g;; : x(U) — R,

dadas por
0 0
gij(ml, ey Tp) = <8_;m(q)’ 8_%(Q)>q
son diferenciables en U (Do Carmo, 2011, p. 42).
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Se observa que el sistema de coordenadas locales x que se tome, no influye

en la definicién anterior.

Se puede determinar la diferenciabilidad de la métrica riemanniana como:
para todo par de campos vectoriales diferenciables X e Y sobre V', entonces la

funcién producto interno (X,Y") es diferenciable en V', donde V' es una vecindad de

M

A las g;; : U — R se les denomina expresién local de la métrica riemanniana

en términos del sistemas de coordenadas x.

Sea {e1,...,e,} una base de T,M, la matriz asociada al producto interno

(), = gp es dada por:

gpler,er) - gpler,en)
Gp = (9i(p)) =

gplerser) -+ gpler,en)

la cual se denomina matriz de la métrica riemanniana, el cual es una representacion

numérica de la métrica riemanniana.
Definicién 2.2.3. Una variedad diferenciable dotado de una métrica riemanniana
es llamada variedad riemanniana (Do Carmo, 2011, p. 42).

En seguida se presentan ejemplos de métricas riemannianas en diferentes

variedades diferenciables:

Cuando M = R", es decir, la variedad M es el espacio euclideano R”, es una
b b b

0
variedad riemanniana con 5 dado por e; = (0,...,1,...,0) y la métrica es dada
Ty
por:
1 5 1=y
Gij = <€1; ei> = 51] =
0 ; 1#]



Se nota que la matriz de la métrica riemanniana es la matriz identidad, es decir,

G=1.

Por otro lado, sean M; de orden m y M, de orden n, variedades riemannianas
con métricas g; y go respectivamente. El producto cartesiano M; X M5 es una variedad

riemanniana de dimension m + n con la métrica producto g de g; y ¢» definida por:

Ip.a) (VW) = (g1)p (v1, w1) + (g2)q (va, wa)

Ademas se observa que:

0

(91)i5
0 (92)ij

G(m) =

donde: (p,q) € My x My, v = (v1,v2) y w = (w1, w2) € T(pq(My x My) = T,M; x

T,Ms.

Ahora, sea el espacio hiperbélico H? con el modelo del semiplano superior y

su métrica denominada métrica de la geometria no euclideana de Lobatchevski.

Dado el semiespacio de R?:
H* = {(2,y) € R%y > 0}

Se prueba que H? es una variedad diferenciable dotado de una métrica riemanniana

de dimensién 2. para tal caso, se considera la aplicacién producto interno:

(,), H*xH* =R



con ¢ = (z,y) € H?, tales que

{u, v)
y2

(u,v)q =

usando la parametrizacion identidad x, se tiene

0
0@-

(q) = dxe; =e;

de donde, g;; : H* — R, es definido por:

(o) = (G (a0) 5 en) )

(=,y)

Los g;; son diferenciables, por lo que, H? es una variedad riemanniana y su métrica

esta dado por

1
9ij = ?5@'

Otro modelo del espacio hiperbélico H? es el modelo del disco unitario.

Luego de definir una estructura, naturalmente surge la idea de establecer una

nocién de equivalencia para dicha estructura, para lo cual se define isometria.

Definicién 2.2.4. Un difeomorfismo f : M — N entre variedades riemannainas

M y N es llamado isometria si:

(u,0), = (dfy(), dfy(v)) (2.1)

para todo p € M, u,v € T,M (Do Carmo, 2011, p. 42).
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En tal caso, M y N se denominan variedades riemannianas isométricas.

Definicién 2.2.5. Sean M y N wvariedades riemannianas, una aplicacion diferen-
ciable f : M — N es denominado isometria local en p € M, si existe una vecindad
U C M de p donde el difeomorfismo f : U — f(U) C N satisface (2.1) (Do Carmo,
2011, p. 42).

Dos variedades riemannianas M y N son localmente isométricas si para todo
p € M existe una isometria local f : U — f(U), donde U es una vecindad de p y

f(U) esté contenido en N.

Ahora se muestra como es que una métrica riemanniana permite determinar
el calculo de longitudes de curvas, para lo cual se presenta la siguiente definicion de

curva.

Definicién 2.2.6. Una aplicacion diferenciable ¢ : I — M de un intervalo abierto

I C R sobre una variedad riemanniana M es denominado una curva (Do Carmo,

2011, P. }6).

Se nota que se puede admitir puntas y autointersecciones en una curva. Se

denomina segmento a la restriccién de una curva ¢ a un intervalo cerrado [a, b] C 1.

Definicién 2.2.7. La longitud de un segmento estd dado por:

b 1/2
dc dc
ZZ(C) :/ <%’E> dt

d
donde: d—; es el vector tangente de ¢ ent € I (Do Carmo, 2011, p. 47).

Es natural cuestionarse la posibilidad de dotar una métrica riemanniana a

una variedad diferenciable, la siguiente proposicion discute tal situacion.

Proposicién 2.2.8. Una variedad diferenciable M de Hausdorff y con base nume-

rable posee una métrica riemanniana (Do Carmo, 2011, p. 47).

11



La demostracion estd en Do Carmo (2011).

Ahora se observa algunas definiciones en el espacio hiperbélico H?:

Definicién 2.2.9. La métrica en H? denotada por gm estd definida por:

(u, v)

gu = (u, V) = ?, para todo u,v € T,H?,

donde p = (z,y) y (,) es el producto interior euclideano en el espacio R?* (Earp

and Toubiana, 2009, p. 44).

Para v = (uy,us) y v = (v, v2), se tiene

U1V + U2V2

<u7 v) =
H yz

Y

y se denota por || || la norma en H? asociado a (, )y

[ullg =/ {us w)y

Vui + u3

]

Y
donde || || es la norma auclideana en R?.

Definicién 2.2.10. El eje real denotado por 0., H? estd definido por:
OlH? = {(z,y) e R*: y =0} U {0}
(Earp and Toubiana, 2009, p. 44).

La longitud hiperbélica de una curva ¢ de clase C!, denotado por lg(c), esta

12



dada por:

zH:/ gu ((8), () dt
= [ .oy

2

[ Veo? s wo?
— t.
. y(t)

- / 1 ()5

La cual es util para calcular la longitud de un segmento horizontal y vertical.

Para lo cual, se tiene:

Un segmento horizontal que une los puntos (x1,%0) y (2, 4o) esta dado por:
c(t) = (z1,40) + t(xa — 21,0), te0,1]

El vector velocidad esta dado por ¢(t) = (z3 — x1,0).
De aqui, se tiene:
1< (@)l
IOl =

Yo

_ |$2 - $1|
Yo

Por lo que la longitud del segmento horizontal esta dado por

1 —_
I (c) = / lra =l
0

Yo
_ ‘1'2 — .771’
Yo

Anélogamente, el segmento vertical que une los puntos (zg,y1) v (2o, y2) esta dado

13



por:

C(t) = (l'(),yl) + t(oa Y2 — yl)? te [07 1]

El vector velocidad esta dado por ¢(t) = (0,y2 — y1).

De aqui, se tiene:

<@l
1+ t(y2 — 1)
_ Y2 — 1
y1 +t(y2 — y1)

1< (8) | =

Por lo que la longitud del segmento vertical esta dado por

1 J—
Z]H(C) _ / |y2 Z/l’ dt

o Y1 +t(y2 — 1)

= In|ys| — In |y1]
Y2

Y1

=1In

2.2.2. Conexion Riemanniana

En la presente seccion se define conexién riemanniana, el cual ayuda a tener
distintas formas de derivar, poder observar el cémo se curva una superficie (curva-
tura) y obtener la distancia méas corta entre dos puntos en una variedad (geodésica),
ademds se calculan los sfmbolos de Christoffel en H? y finalmente se expresa la

conexién de H? con respecto al modelo del semiplano superior.

2.2.2.1. Conexién Afin

Sea x(M) el conjunto de campo de vectores de clase C* en M y D(M) el
anillo de funciones reales de clase C* definidas en M, donde M es una variedad

diferenciable.

14



Definicién 2.2.11. Una conexion afin ¥V en una variedad diferenciable M es una

funcion definida por:

VX (M) x x(M) — x(M)

(X,Y)— VyY
el cual cumple con las siguientes propiedades:

1. fo+gyZ = fVXZ +gVyZ
2. Vx(Y +2Z) =VxY +VxZ

5 Vx(fY) = fVxY + X(f)Y
donde X,Y,Z € x(M) y f,g € D(M) (Do Carmo, 2011, p. 55).

En seguida, se analiza una conexién respecto a términos locales.

Para lo cual se considera un sistema de coordenadas locales (x1, ..., z,) para p.
X:Zl'zXZ, Y = Zijj
i J

donde X; = i se tiene:

8:17/

= Z iy Vx, Xj + Z 2 Xi(y;) X

15



. o k k . . .
Haciendo V, X; = >, 'V Xy, se observa que I'j; son funciones diferenciables, las
cuales son llamados los coeficientes de la conexion afin V o llamados también los

simbolos de Christoffel de la conexién afin V.

Reemplazando en lo anterior, se tiene:

VyY = szyJZF Xk+ZxZX Z y]
=3 wy X+ XY ()X
ki k
— Z <Z zy Tl + X (y )) X

Para ejemplificar se puede considerar los campos vectoriales X = (zq,...,z,),
Y = (y1,...,yn) de R", donde z;,y; : R™ — R, se observa que la conexién de R™ no

es mas que la derivada direccional, y estd dada mediante:

VxY = (X(1), ..., X(yn)

Se observa que X(y;) = dy;(X) coni=1,...,n.
En otras palabras, VxY (p) = dy,.X(p).

n iguiente pr icién rva qu ion un nexion afin
En la siguiente proposicion se observa que la eleccién de una conexion af
en M “proporciona una forma de derivar vectores a lo largo de una curva, por lo que

es posible encontrar la aceleracion de la curva” (Do Carmo, 2011, p. 53).

Proposicién 2.2.12. Dada una variedad diferencible M dotada de una conexion

afin V. Entonces existe una aplicacion que es unica, tal que al campo vectorial V a
. . . .. DV

lo largo de la curva diferenciable ¢ : I — M le asocia otro campo vectorial I a

lo largo de ¢, el cual es llamado derivada covariante de V' a lo largo de la curva c,

donde se cumple:

16



D DV DW
1. — M)=—+4+—.
dt(v+ ) dt + dt
D df
2. a(fV) dtv f , W es una campo de vectores a lo largo de c y [ es

una funcion dzferencmble en I.

3. SiV es inducido por un campo de vectores Y € x(M), es decir, V(t) = Y (c(t)),

entonces —— = Vae/atY

dt

(Do Carmo, 2011, p.55).

A continuacién se define paralelismo.

Definicién 2.2.13. Dada una conexion afin ¥V en M. El campo vectorial V' es
llamado paralelo a lo largo de una curva ¢ : I — M, si se cumple T 0, para
todot € I (Do Carmo, 2011, p. 58).

2.2.2.2. Conexién Riemanniana Compatible

En lo posterior, una conexion afin en variedades riemanianas se le denominara

conexion riemanniana.

Definicién 2.2.14. Se denomina a la conexion riemanniana ¥V compatible con la
métrica riemanniana ( , ), si para cualquier par de campos de vectores paralelos P

y P a lo largo de toda curva diferenciable ¢, se cumple que (P, P') es constante

(Do Carmo, 2011, p. 59).

En la siguiente proposicién se observa que es posible relacionar la regla del

producto usual con el producto interno, si la conexion V es compatible con la métrica

()

Proposicion 2.2.15. Una conexion riemanniana V en M es compatible con la

métrica riemnniana ( , ) si y solo si para todo par de campos vectoriales V.y W a

17



lo largo de la curva diferenciable ¢ : I — M se cumple

d DV DW
- = (= _— 1
o (V,W) < o ,W> + <V, o > ,  parat €

(Do Carmo, 2011, p. 59).

Colorario 2.2.16. La conexion riemanniana V es compatible con la métrica ( , )

sty solo si
VX(Y,Z>:(VXY,Z)+(Y,VXZ>, X,KZEX(M)
(Do Carmo, 2011, p. 60).

Es decir V es compatible si satisface la regla del producto.
Ahora se halla una relacion entre la conexion afin y el corchete de Lie.

Definicién 2.2.17. La conezion afin V en una variedad diferenciable M es deno-

minada simétrica si
VxY —VyX =[X,Y] para cada X,Y € x(M)

(Do Carmo, 2011, p. 60).

Observacién: Dado el sistema de coordenadas (U, x), decir que la conexién V es

simétrica, indica que

para todo i, =1,...,n.

18



Luego, se tiene

Vx, X; =Vx, X,

de aqui,

k k

3

esto indica que los simbolos de Christoffel son simétricos respecto a los subindices,

es decir se pueden intercambiar los dos subindices en los simbolos de Christoffel.

Ahora se enuncia el teorema fundamental de la geometria riemanniana (teo-

rema de Levi-Civita).

Teorema 2.2.18 (Levi-Civita). Dado una variedad riemanniana M, eziste una

conexion afin en M que cumple las siguientes condiciones:

1. V es simétrica.

2. V es compatible con la métrica riemanniana.
(Do Carmo, 2011, p. 61)

Su demostracién se encuentra en Do Carmo (2011).

Observacion: La existencia y unicidad de la conexién afin V estd determinada

por la relacién

(Z,VyX) = %{X (Y, Z)+Y (2, X)~Z (X, Y)~{[X, Z),Y)~([V, 2}, X)~([X, Y], 2) }
(2.2)

la cual es simétrica y compatible.

En efecto:
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Simetria:

(Z,VxY)—(Z, VyX) = %{Y(X,Z)+X<Z,Y>—Z(Y,X)—([Y,Z],)Q
(X, 2Ly = (%) 2) } - X v, 2) + Y (2,%)
~Z(X,Y) = (X, 2),Y) = {[v, 2], X) - {[X,Y], 2) }

(X, Y]-[Y,X],2)

De aqui, VxY — Vy X = [X,Y].
Entonces V es simétrica.
Compatible:

Se tiene las siguientes relaciones:
(VxY, Z) = %{Y (X, 2)+X (2,Y)-Z Y, X)=([Y, 2], X)~({[X, 2], Y)~([v, X], 2) }

(Y, VxZ) = %{Z(X, YV X (Y, Z) =Y (Z, X)—{[Z.Y], X)—([X, Y], Z)—{[Z, X],Y) }

Sumando estas dos relaciones,

con lo que V es compatible.
Si la conexién V es simétrica y compatible con la métrica riemanniana, entonces V

es llamada conexion de Levi-Civita o riemanniana de M.

Para un sistema de coordenadas (U, x). De (2.2) se tiene

I‘ a + 0 P i .
E ij 9tk = g]k aiﬂj o Iki aiEk Gij
donde gi; = <XZ,X]>
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Se observa que para la matriz (i) se puede hallar su matriz inversa (g*™), luego

se tiene:
1 0 0 0
Fm — ; » fem 2.3
Z{a ikt gk = axkgj}g (2.3)
La cual se denomina expresion clasica de los simbolos de Christoffel de la conexién

riemanniana en funcién a la métrica dada por los g;.
Se puede observar que en el espacio euclidiano R", se tiene Ffj =0.

Ahora se expresa la derivada covariante en términos de los simbolos de Chris-

toffel.

Para ello, sea un sistema de coordendas x : U C R" — M y una curva
diferenciable ¢ : I — M con c(I) Nx(U) # ¢ y c(t) = (x1(t),...,z,(t)). El campo
V localmente estd dado por V = Zvaj, j=1,...,n,donde v/ =vi(t) y X; =

X;(e(t))-

Se tiene

DV D ,
a %(ZUJX])
dv? DX
- ] —X, +§

dv’

- S ST,

= Z X+Zvv >, 5, X

_ Zd/UJX +Zvjdl'leX

1,J

_ d”U]X n Z dl‘l Zrk Xk
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De aqui

%=Z( ZP’“ Jdl”> (2.4)

Como los simbolos de Christoffel son todos ceros en R™, de (2.4) concluimos
que la derivada covariante en R" resulta ser la derivada usual.

Ahora se calcula los simbolos de Christoffel en el espacio H2.

Sea el espacio hiperbdlico con el modelo del semiplano superior

H? = {(z,y) € R2%y > 0}

1
y la métrica dada por g;;(x,y) = E(Zj.
Se tiene )
~— 0 2
2 ye 0
G — y 1 y G_l -
0 0 v

Usando la ecuacién (2.3):

1 19) 0 0
ij 9 - {8ng]k + al'j ki al'k gz]}g

se calcula los simbolos de Christoffel de la conexién riemanniana en H?:

[\

Iy, = % 2 {aixlglk + aixlgkl - aimkgll}gkl
1( 0 0 0 u 1[0 0 0 01
= 5{8_911 + 8_911 — 8_911}9 +35 {6 1912 + B 921 — 8—911}9
= %{8%1911}9”
1[0 (1)),
“s{a ()

I
o
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En resumen, se tiene:

1 1
F%1:F§2:F%2:F§1:O7 F12_F11_F22__§7 1?1:;

Ahora se calcula la conexién en el espacio H2. Para lo cual, sean

2
X = ZazXz = CL1X1 + a2X2
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2
Y =) ;X = b X; + X,
Jj=1

0
donde X; = —.
onde oz,

Por otro lado se tiene:

2
Vi X; =) ThHX
k=1

Del lo anterior, se tiene los simbolos de Christoffel

F%l = F%z = F%2 = Fgl =0, F%Q = F%l = F%Q =

Reemplazando en la relacion anterior, se tiene

1
Vx, X, =T1, X, +T2, X, = QXQ.

1

Vi, Xo =X, + T3 X, = —§X1.
1

VX2X1 - F%le + Fngg == —ZXl

1
VX2X2 - F%QXl + F§2X2 == —gXQ

26
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De aqui, la conexién VxY de H? estd dado por:

VXY = Va1X1+a2X2Y
=uVx,Y +aVy,Y
= G1VX1 (lel —+ b2X2) -+ CLQVXQ (b1X1 -+ b2X2)

= CL1VX1b1X1 —+ CleleQXQ + O/2VX2b1X1 + GQVX2b2X2

0b,

ob
:al( 1)X1+a1b1VX1X1+a1<a

a )X2+Cl1b2VX1X2

ob 0bsy
+G2< 1)X1 +Cl2b1VX2X1 +a2(ay>X2+angVX2X2

dy
ob ob
= a1 1 X1 + CL1b1 X2 + aq 2 X2 — CleQ X1
Or Or
ob ob
+(12< 1)X1 —a21)1 X1—|—CL2< Q)XQ_GQbQ_XQ
dy dy Y

ob 1 ob 1
=4 a1 = — aiby— + as L —asbi— ¢ X,
Ox Y dy Yy
1 ob ob 1
+qaibi— +a = + as =) - asby— ¢ Xo.
Y Ox dy Yy

2.2.3. Geodésicas

En la presente secciéon se introduce el concepto de geodésicas, Earp and Tou-
biana (2009) sefiala que “son curvas que minimizan la distancia entre dos puntos p
y ¢” (p. 60). Para lo cual vamos a considerar a M una variedad riemanniana dotada

de su conexién riemanniana V.

Definicién 2.2.19. Una curva parametrizada reqular v : I — M es llamada geodé-

D (d
sica en tg € I si se cumple T (d—z> =0 en ty. Se llama geodésica a 7y si para cada

t €1, es geodésica ent (Do Carmo, 2011, p. 68).

Sea v : I — M una geodésica, luego se cumple:

d[dy &\, /Ddy dy\
dt \dt’ dt/ ~\dtdt’ dt/
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d
de aqui, la longitud del vector tangente d—z es constante. Se asume que d =c#0,

con lo que se excluye a las geodésicas las cuales representan a puntos. Por otro lado,

la longitud de arco s de la curva ~, desde un punto fijo t = ty, es definido de la

siguiente manera:

dy
dt

dt = c(t — ty).

Lo cual indica que, la longitud de la geodésica y la longitud de arco son proporcio-

nales.

En seguida se va a encontrar las ecuaciones que debe satisfacer una geodésica

~. Para lo cual, sea (U, x) un sistema de coordenadas en torno de 7(ty). Se tiene

1) = (21(1), -, (1))

~ representa una geodésica si

=)
dt \ dt
T dt

d dx;
Z( I‘k—i—zrw deﬁ)
d*xy, dx; dx 0
_Z(cm ZFZ dt dtj)a_xk

De aqui, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden

APz, n ,'C'dxi %
dt? — Y dt dt

17]

=0, dondek=1,....,n

una geodésica debe satisfacer dichas ecuaciones.

Un fibrado tangente T'M es un conjunto de pares (q,v), donde ¢ € M y

v e T,M. Si(U,x) es un sistema de coordenadas en M, entonces todo vector de
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= 0
T,M con q € x(U) es dado por g Yig
Ty
i=1

Una curva diferenciable v en M dada por t — 7(t), establece una curva en
dy

TM dada por t — (v(t), o

(t)) . Por lo que, si v es una geodésica, luego en TU, se

tiene la curva

PN (xl(t),...,xn(t),dmd;;t)""’ddet(t))

la cual cumple la siguiente condicion, dada por:

de’k
dt
en términos de coordenadas (z1,...,Zn, Y1,...,Yyn) de TU.

De (2.5) se puede decir que las curvas que satisfacen la ecuacién diferencial

de segundo orden seran llamadas geodésicas.
lema 1. Eziste un unico campo G en T'M cuyas trayectorias son de la forma
t — (y(t),~/(t)), donde v es una geodésica en M (Do Carmo, 2011, p. 70).
En seguida se halla las geodésicas en la variedad R™.
Para ello, se sabe que Ffj =0, Vi,7,k
Sea y(t) = (x1(t), ..., z,(t)) € R™ una geodésica, es decir

D~/
t f—
() =0

Luego, (z7(t),...,a0(t)) = 0, de aqui z}(t) = 0 para todo i = 1,...,n,

rrn

entonces z;(t) = a;t + b;.
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Por lo tanto, las rectas de la forma
v(t) =at+b, a,beR".

son las geodésicas en R".

Por otro lado, en el espacio hiperbélico H? con el modelo del semiplano
superior, se puede considerar la curva a dada por a(t) = (0,€'), entonces « es

una geodésica, en efecto:

Se tiene

Do, 0 D0

i Cay Ty

Ahora se calcula ——

dt dy
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Reemplazando en la igualdad anterior

De aqui « representa una geodésica de TH?2.

Se nota que si f es una isometria de H? y v es una geodésica de H?, entonces
f(7) es también una geodésica de H?. En efecto, si 7 minimiza la distancia entre
dos puntos p y ¢ cualesquiera de v, como f preserva distancia entre los puntos y la

longitud de las curvas, entonces f(y) minimiza tambien aa distancia entre los puntos

f(p)y f(q).

En H? se tienen solamente dos tipos de geodésicas, como indica el siguiente

teorema.

Teorema 2.2.20. Por dos puntos de H? pasa una y sélo una geodésica. Mds ain las
ini désicas de H? l rect tical l circul 3 l
unicas geodésicas de son las semirectas verticales y los semicirculos ortogonales

al eje real (Earp and Toubiana, 2009, p. 62).

2.2.4. Curvaturas

En la presente seccion se introduce el concepto de curvatura, Do Carmo
(2011) indica que “la curvatura intuitivamente, mide el cuanto una variedad rieman-

niana deja de ser euclidiana” (p. 99).

Definicién 2.2.21. La curvaturae R de una variedad riemanniana M es una corres-
pondencia el cual asocia a cada par X, Y € x(M) una  aplicacion

R(X,)Y) : x(M) — x(M) definida mediante

R(X,Y)Z = VyVxZ -~ VxVyZ + VixnZ,
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donde Z € x(M) y V es la conexion riemanniana de M (Lee, 2006, p. 117).

Cuando M = R™ se observa que R(X,Y)Z = 0 donde X, Y, Z son campos vectoriales

en y(R").

En efecto, sea el campo vectorial Z = (z1, ..., z,) en coordenadas naturales

de R™, luego se obtiene que

De aqui

VyVXZ = (YXZl, ce ,YXZn)

Vvaz = (XYZl, ce ,XYZn)
lo que implica que
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +Vxy|Z

=0

Por lo tanto podemos afirmar que R mide intuitivamente cuanto M deja ser

euclideana.

Para definir de otra manera la curvatura, consideramos un sistema de coor-

o 0
denadas {z;} en torno de p € M. Se cumple que | —, —| =0, luego
8a:i 895]-
o 0 0
0wy 0z, | Don (Vaijv 2~V iva‘z]) Fr



de aqui, se nota que la curvatura mide la no conmutatividad de la derivada cova-

riante.

En las siguientes proposiciones se exhiben propiedades sobre la curvatura.

Proposiciéon 2.2.22. La curvatura R de una variedad riemanniana goza de las

siguientes propiedades:

1. R es bilineal en x(M) x x(M), es decir,

R(le +gX27}/1) = fR(Xh}/l)_l_gR(XQ)}/l)

f,gGD(M), XlaXQaleaYVQ EX(M)

2. Para todo par X,Y € x(M) el operador curvatura R(X,Y) : x(M) — x(M),

es lineal, esto es,

RX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+R(X,Y)W,

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

feDM), ZW e x(M) (Do Carmo, 2011, p. 100).

Su demostracién se encuentra en Lee (2006).

Proposicién 2.2.23 (Primera identidad de Bianchi). Sean X,Y,Z,T campos de

vectores, se cumple:

R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z.X)Y =0

(Do Carmo, 2011, p. 101).

En adelante, se escribird por conveniencia (R(X,Y)Z,T) = (X,Y, Z,T).
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Proposicion 2.2.24. Sean X,Y,Z,T campos de vectores, se cumplen:

1. (XY, Z,T)+ (Y, 2,X,T)+ (Z,X,Y,T) = 0
2. (X,Y,2,T)=—(Y, X, Z,T)
3. (X,Y,2,T) = —(X,Y,T, Z)

4 (X,Y.Z,T) = (Z,T,X,Y)
(Do Carmo, 2011, p. 102).

Ahora se escribe la curvatura R en un sistema de coordenadas (U, x) en torno
depe M.

Se denota, i = X;, luego
8[Ei

X=>uX, Y=>vX; 2= vk,
i j k
Sea la curvatura escrita de la forma

R(X;, X;) X, = ZRU,CXZ

Donde R! & son las componentes de la curvatura R en (U, x). Se obtiene por linealidad

de R,
R(X,Y)Z =Y Riuvuw*X,
i,9,k,l
Ahora, a fin de determinar lek en funcién a los simbolos de Christoffel T'};,
se tiene,

R(Xl,XJ>Xk = vvaXiXk—VXiVXij
= Vx, (ZP@@) — Vi, (Zré,gg) ,
l l
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Del ésto, resulta que

l 0 0
erkrzl T3 sz 8xirjk'

AR

Haciendo que

(R(Xi, X)Xy, X

§ Rz]kgls - z]ks

se puede reescribir las relaciones dadas en la proposicion 2.2.24, de la siguiete manera:

Rijks + Rjkis + Rpijs = 0

Rijks _Rjiks
Rijks _Rijsk
Rijks Rksij .

Un caso particular se puede considerar M = R"™ con la métrica usual, como

los simbolos de Christoffel son Fﬁ ; =0, Vi,j, k, entonces Rﬁjk = 0, luego

R(X,Y)Z =) Rluv/w*X;=0.

i’j’k’l

Una expresion de la curvatura de H? estd dado de la siguiente manera:

Sea la variedad riemanniana M = H? con la métrica riemanniana g;; =

Los simbolos de Christoffel son:

F%l = F%2 = F%z =0, F%l = §> F%z
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La curvatura esta dado por:

2
R(X,Y)Z = > uvw*R(X; X;)Xs,

i k=1

2 2 2
donde, X = > u'X;, Y = Y0 X;, Z = > whX;.
=1 i=1 k=1

1=

Luego,

R(X;, X;) X, = Vx,(Vx,.Xi) — Vx.(Vx, Xi) + Vix, x,) Xk

Se tiene los casos:

Si ¢ = j, entonces

R(X1, X)X,
R(X1, X)) Xs =
R(X,, X)X, =

R(X27 XQ)XQ -

Si ¢ # j, entonces

R(X1, X2) Xy

— Vx,(Vx.Xi) — V. (Vx, Xp).

1 1
VeV X1) = Vi (Vaa Xi) = Vo (CX2) = Vi (=2X0)

1 01 1 0 1
Vo, Xo — —()Xa + -V, X; — —(——)X
yVXQ 2 ay(y> 2+yVX1 1 8x( y) 1
1 1 1
e Xt X
1
—EXQ
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Andlogamente se tienen:

1

R(Xl, XQ)XQ - EXl

1

R(XQ, Xl)Xl - EXQ

1

R(Xo, X1) X5 = et

Por lo tanto

R(X,Y)Z

2.2.4.1.

2
> uviwt R(X;, X;) X,
i,5,k=1

uv'w! R(X1, X)X + urv'w?R(X, X1) X, + vl v R(X, Xo) X,
+utvlw! R( Xy, X1) X1 + u'v*w?R(X1, X2) Xs + v*v'w?R(Xy, X1) X,
+u?v*w! R( Xy, X2) X1 + v*v*w? R(Xy, X2) X,

—%ulwang + %u%lleg + %u2v1w2X1 — izu2vlw2X1

1y y y y

1
—2w2(u1v2 —u*) X, + Ewl(uzv1 —u'v?) X,

Curvatura Seccional

Existe una relacion entre la curvatua seccional o riemanniana con el operador

curvatura.

Dado un espacio vectorial V', se usa la siguiente notacién:

Ayl =/l Iy — (2,9

el cual no es mas que el drea del paralelogramo determinado por los vectores x,y € V.

Proposicién 2.2.25. Sea 0 C T,M wun subespacio bidimensional del espacio tan-
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gente T,M y sean x,y € o dos vectores linealmente independientes. Entonces

(2,9, 2,y)
Y

no depende de la eleccion de los vectores x,y € o (Do Carmo, 2011, p. 104).

A continuacién se define curvatura seccional.

Definicién 2.2.26 (curvatura seccional). Dado un punto p € M y un subespacio

bidimensional o C T,M el nimero real K(z,y) = K(0), dado por

(R(z,y)z,y)

K(:E,y) = Ix/\y|2

es llamado curvatura seccional de o en p, donde {x,y} es una base cualquiera de o

(Do Carmo, 2011, p. 105).

Ahora se calcula la curvatura seccional de H?2, para lo cual se usa el modelo

del semiplano superior.

Se sabe que

0 0
s l s l s s s
ik = Ez Uil — §l el + 8_903 e
ademas los simbolos de Christoffel son:

1 1
F%l = F%Q = F%z =0, F%l = §> F%z = ng = -

Se puede escribir la curvatura seccional como:

© Rijij  Rijij B
9iib5;5 1 "

Y2 y?
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Se halla Rz]zg .

Rijij

= ZRz]zglJ

= leng]

1

= _R]

0
_ l l
- | Trn - -

27 Mgt
Y

0

Sit=1y j =2, se tiene:

R1212

1 9 9
%l ZF 5= ZF F%l—i_ F%l axFil
!

1 1 12 2 12 1 12 2 2 2 9
E I 05 + 115 — Do Iy =I5 T + 8—yr‘11 — %Fm
1 1 1 1 1 0 1 0
— 1 0:0) + = (=) = (=2)-(=) = 0.(0) + 7=(=) = ==(0
y? © y( y) ( y)<y> ©) 8y(y) ag;()
1 1
()

1
_E'

Luego, K = —
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Sii=2yj=1, se tiene:

1 8 0
! 1 1l 2 pl 1l 2 pl 0 1 0 1
-2 Dopl'y + 1ol = Iipl'yy — Iplgy + %Fw - 8_yF12
1 1 1 1 1 0 0 1
= —<100)+(=>).(—)—(——).(—=) = 0.(0 - —(—-
{00+ (0= = (=) = 0.0+ 5(0) = ()
1 1
= )
1
o
luego, K = —
Entonces, H? tiene curvatura seccional constante igual a —1.
2.2.5. Gradiente y Divergencia
Definicién 2.2.27 (Gradiente). Sea M  una wvariedad riemanniana y

sean X € x(M) y f € D(M), se define el gradiente de f como el campo vecto-
rial Vf en M dado por:

(Vf(p),v) =df,(v),donde pe M, veT,M

(Do Carmo, 2011, p. 93).

o 0 0
Ox, 0xy’ ' Oz,

Se toma el sistema de coordenadas { } de T),M, para un i, sea
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v = —. se tiene:

3:101-’
0 of
(V10 5 ) = 5L (2:6)
Como: Vf(p) € T,M
0 0 0
Vf(p) = a1a—1 + agaxn +... ana—xn
v
B al@xi

luego, se tiene:

= aig;; (2.7)

de (2.6) y (2.7):

por gH:

Zzg giji = ng]@m p) (2.8)
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Se reemplaza en (2.8):

por lo tanto:

"0 0
=> 97— (2.9)

Para la variedad M = R", se cumple que ¢g” = §;; de aqui:

Vol ) =3 2L pye,

i=1 Oz

_ (9 of of

el cual representa al gradiente habitual de f en p de R"

Ahora se define la divergencia.

Definicién 2.2.28 (Divergencia). Sea M wuna wariedad riemanniana. Da-

do un campo vectorial X € x(M). Definimos la divergencia de X como la funcion

div(X): M — R dado por:

div(X) =traza (Y — VyX)

donde: Y € x(M) y V es la conexion riemanniana (Levi-Civita) de M (Do Carmo,
2011, p. 93).

Se nota que la div(X) no depende de Y.
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Ahora se halla la divergencia en términos de los simbolos de Christoffel.

En un sistema de coordenadas ¢ : U C R™ — M y una parametrizaciéon con

:X,;} coni=1,2,...,n base de
Qxi

coordenadas (1, s, ...,z,) € U, se tiene {

T,(M),Vp e pU) C M.

Sean, X = Z%’Xi e Y = X, de aqui, se calcula Vy X.

i=1

VyX = VXj <i CLlX1>
=1
= i VXj (CZZX

_Z i () X; + a;Vx, X))

reemplazando Vx, X; = Z F . X} en la anterior
k=1

n

vyxzz:( (a;) X; +aZZFka>

i=1

_ZX a;) X; +Zzazrjxk

i=1 k=1

—ZX ag Xk—f‘ZZaszij
k=1 i=1

Z( (ax +Za, )

o bien,

VyX = Z ozijk

donde oy, = X (ay) + Z aiffj.
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Luego, se tiene

div(X) = traza (y — Vy X)

o también

div(X) = 'n <gz +ia]1“’ ) (2.10)

Si se tiene la variedad M = R", aqui se cumple Ffj =0,v,7,k=1,2,...,n

VX € x (R") se cumple:

div(X Z gzz

—%4_%4_...4_8@"
_61'1 8:{;2 axn

donde X = Zal@il = z_;aiei = (a1, a9,...,a,) : R" = R" y div(X) : R" = R,

el cual representa la divergencia usual en R".

2.3. El Espacio H* x R

Los resultados obtenidos al estudiar el espacio R* = R? x R han dado lugar al
estudio del espacio producto H? x R, en este espacio se estudian propiedades como
geodésica, curvatura, entre otros. En esta secciéon se muestran algunos resultados

sobre dicho espacio H? x R.
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2.3.1. Métrica en H? x R

Sea un punto p = (z,y,t) del espacio H? x R, sean a,b en T, (H* x R) con
a = (uy,v1,t1), b = (ug,v2, 1), se recuerda que la métrica para H? x R es definido

de la siguiente manera:

g(av b) = <CL, b>lH2><lR
= <(U1, U1, tl)a (u27 V2, t2)>]1—12><]R

= <(U1, vl)? (u27 U2>>]H2 + tltg
_ it + iy

g tht

Se considera la parametrizacién ¢(z,y,t) = (z,y,t), y > 0y la base asociada

{888}8 0 9,

= = = — =9 0.
oz’ Dy’ ot !

S v v

Con esto se calcula los g;; de la métrica

/y> 0 0
G = (gij) = 0 1/y* 0
0 0 1

también se puede calcular los g% de la métrica

y> 0 0
G o) =] 0 g o
0O 0 1
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2.3.2. Simbolos de Christoffel en H? x R

Para calcular los simbolos de Christoffel del espacio H? x R, se usa la ecuacién

(2.3)

1 0 0 0
K ZZk {8a:igjk+8:cjgk &’ckg]}g

Se calcula los simbolos de Christoffel

3
1 9 0 9 |
I'y, = 5 Z O g1k + 8x19k1 (%kgn g

k=1

o o0 o9 Aw tfo 0 0 1ax
~ 5 (92:1911 8xlgn (9xlgn g 5 8:1:1912 (93:1‘(]21 6,@911 g

_i_l a + 8 _ 8 31
5 8x1913 (%1931 6x3911 g

3
0 0 0
2 k2
', = E {8_33191’“ + a_xlgkl - a—xkgn}g
i 4 i _ i 12 + 1 i 4 i _ 22
8x1911 o7y g11 f)xlgu g 2\ 024 912 axlgm (‘3@911 g

o .0 0 -
61‘1913 (%1931 6x3911 g
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F12_

|
DO =

N~ N~ N~

+ DO | =

<= A [\3|,_./—’_\

>

0 0 0 1
—911 + @—911 — —g11 09" +
T

Oy

Q)

—N—

Sle ¥

a Lo 0 i
07, 913 (%1931 6x3911 g

o 0 0
B 92k azgkl o gi12 ¢ g

0 0 0 1
—921 + 8_911 — —g12 09" +
T2

Oy

L LoD "
07, g23 8x2931 a%gm g

|
NS
<
=
—
——
Q
-
o

Rl o/
—— le —_
@w N—
—

@w
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1
I}, ==
12 9
1
2
1

T2

1

T2

1
3, =-
12 — 9

x
1
9129 +

1( 0 13
25{8_ 911—8 912}9 —1—5{
1 0
5{ g23 + 931 8x3g12}g
=0
Ile~( 0 B, )
Iy = 9 Z {6_3319316 + 8—36391@1 - a—%glg}gkl
k=1
1( 0 0 0 1
=5 8_931 + 8_3911 — 8_913}9 +3 {

0 0 0
- 913}931
X T3 T3
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k=1

2 _
F13

l\D|>—‘

- _|__ _i _|_1 i _|_i _i 22
=9 8 S 931 83911 o7y 913 9 o 1932 8xgg21 8@913 g

s 933+ 931 0 g13 09>
2 8 61‘3

—_
H/—’ﬁ

3

1 0 0 0
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B2y 83911 o7y 9139 al932 O3 921 O%s 913 09
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3
0 0 0
F§3 = Z {8_ g3k + 0_1’;39% - a—xkgsza}gks
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En resumen,
Fil:F§1:F32:F2—F3—F3—F3—F1—F§1:F2—F22—

F%3—F3—F3—F1—F§1:F§1:F§2:F§2:F§2:F§3:F§3:F§3:0
1
F%1:_
Yy

Flz = Pll = F22 =

2.3.3. Conexién en H? x R

Para hallar una expresién de la conexién de H? x R, con el modelo del semi-

plano superior en H?.

Se usa la notacién X = 0,, Xy = 9, y X3 = 0, se consideran los campos:
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Por otro lado se tiene

3
Vi X; =) ThHX
k=1

Reemplazando los simbolos de Christoffel calculados anteriormente, se tiene:

Vi, X1 =T1HX + T Xe + 135, X;5

1
- -X,
Yy

Vi, Xo =T X1 + X + 15,X;5

1
_—
Y

Vi Xy = T3X0 + T X0 + TXG
=0
VX2X1 — F;le + Fngg + F§1X3

1
- _-X,
Y

VX2X2 — F;QXl + F§2X2 + ngXg

1
- X,
Y

VX2X3 = F%3X1 + F%SXQ + F§3X3
=0

VX3X1 — F%)le + F§1X2 + Fngg
=0

VX3X2 — F§2X1 + F?QXQ + ngXg
=0

VXSXg — F§3X1 + F§3X2 + F§3X3

=0
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Con estos resultados se calcula la conexién VY.

VXYT = V111X1Jra2X2+azX3Yv

= ClleIY + GQVXQY + CL3VX3Y (211)

Se calcula cada uno de los tres sumandos:

CL1VX1Y

(ZQVXQY

a3VX3Y

01VX1 (lel + bQXQ + b3X3)
CL1VX1b1X1 + G1VX1b2X2 + CL1VX1b3X3

0 0 0
al—lel -+ alblele + al—ngg -+ aleVXlXQ + al—ngg + CL1b3VX1X3
ox ox ox
0

0 1 0 1
al—lel + albl—XQ + Cll—bQXz - ale—Xl + al—ngg
ox Y ox Y ox

CLQVXQ (b1X1 + b2X2 + b3X3)
CLQVXleXl + CLQVXQbQXQ + GQVXngXg

0 0 0
a2—61X1 + ngleQXl + aga—beXQ + aszVXQXQ + aga—yngg + GngVXQXg

dy
0 1 0 1 0
as=—b1 X1 — a2b1§X1 + ag—by X5 — azb2§X2 + aga—ybsX:a

dy dy

CL3VX3 (bIXI + b2X2 + ngg)
CL3VX3b1X1 —+ CL3VX3b2X2 —+ CL3VX3b3X3

0 0 0
agalel + a361VX3X1 + agabng + agbgvX3X2 + agangg + a363VX3X3

0 0 0
agglel + agabng + agangg
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Reemplazando en (2.11), se tiene:

0 1 0 1 0
VxY = {Cha—bl — 01525 + GQa_ybl — azbl— + a3abl} X1

0 0 1 0
+ {alblg + al%bg + &zaybg — CLQbQ -+ agabg} X2

0 0 0
+ {ala—xbg + a28 b3 + 61138 bg} Xg.

2.3.4. Geodésicas en H? x R

En esta seccién se hallan geodésicas en H? x R, a partir de las geodésicas en

H2, luego se muestra que las rectas verticales son geodésicas en H? x R.

Sea la curva a dada por a(t) = (z(t),y(t),t) en H? x R, donde (x(t), y(t)) es

una geodésica de H?, se muestra que o es una geodésica en H? x R.

En efecto, se tiene: o/ = 2'0, + y'0, + 0,

Do’ D D D
— = "0, + x’%a, +y"0, + y'aﬁy + Eat
D D D
= 2”0, +9"9, + :c/%az + y’aﬁy + Eat (2.12)

Ahora se calcula por separado los tres ultimos sumandos:

D
%aa: - Voe’aa: = x/V&vax + y/vayaac + v8t8a:

1 1
= 2'-0, —y' -0,
Y Yy

29



an = Valﬁy = :L‘/Vazay + y’Vaﬁy + Vaﬁy

1 1
= —2'-0, —y'-0,
) Y

Reemplazando y ordenando en (2.12), se tiene:

DO/ " 1 / x, y/ / x/ y,
— = 20, +y 0, +2 | —0,——0, | +vy | —0, — —0
dt Y y 'y y y !
— @ Wy
= |72 B+ | ' + P d,. (2.13)

Por otro lado, se sabe que una geodésica satisface el sistema de ecuaciones

diferenciales:

10k
= E za; =0

Si: k = 1, y reemplazando los simbolos de Christoffel calculados anteriormen-

te, se tiene:

T+ Zx;x;Fllj =0
z” + ($/)2 Fh +x yTb + x'y’F21 + ( /)2 F%z =0

1,0

¥ —2— = 0.
Y

Si: k = 2. y reemplazando los simbolos de Christoffel calculados anteriormen-
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te, se tiene:

Ty + Zx;x;F?] =0
,J
y' + (35/>2 I+ 2’y T, + 2’y T + (y')Q I35, =0

(@) ()

yl/ _'_ o — 0
Y Y
Reemplazando en (2.13), se tiene
_O/ —
dt
Entonces, a es un geodésica.
Ahora se muestra que las rectas de forma L : Py + t(0,0,1) = «a(t) son
0
geodésicas, para lo cual, o/(t) = (0,0,1) = ETie Oy
De aqui:
Do/ D
- = —9
dt dt '
= vatat

= [330, + 15,0, + I's,0;

= 0.

Por lo tanto, la recta L es una geodésica en H? x R.
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2.3.5. Curvatura Seccional en H? x R

En esta seccién se calcula la curvatura seccional en el espacio H? x R.

Para la cual, se tiene:

Rijij
K =
9ii9j;5
donde
Rijij; = Zngm
= Rzgzgﬂj
l z 0 a
= g | D TiTs — ZF LTl + —F ~ 5L
1 1
Reemplazando los simbolos de Christoffel calculados anteriormente, para ca-
da caso:

» Sii=1yj=2, se tiene:

0
Ripny = — | T1yT5, + THS, + T3 05 — Ty, 5, = T5,T%, — 15,18, + =T, — —xfgl

Ay
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luego, K = —1.

Analogamente, calculamos la curvatura seccional para los otros valores de 7 y j:

1
Sii=2yj=1se tiene: Ryjo1 = - Luego, K = —1.
Yy

Sii=1yj =3, setiene: Ri3;3 = 0. Luego K = 0.

Sii=3yj =1, setiene: R3;3;1 = 0. Luego K = 0.

Sii=2yj =3, se tiene: Ry3s3 = 0. Luego K = 0.

Sit =3y j =2, se tiene: R3320 = 0. Luego K = 0.

2.3.6. Curvatura Media y Curvatura de Gauss

Una propiedad importante de la curvatura media de las superficies es, si su
curvatura media es cero, a la superficie se le denomina superficie minima. En la
presente seccion se calcula la curvatura media en funcién de los coeficientes de la

segunda forma fundamental.

Para ello, se considera a S como una superficie con parametrizacién local

X:QcR?> - H*xR

(Ul, Ug) — X(Ul, Ug)

Definicién 2.3.1. Sea I, la primera forma fundamental en T,(S) de la superficie

S C H?2 x R la cual es una forma bilineal simétrica positiva dada por,

Ip(w) = (w,w), = |w[> >0,
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donde p € H? x R y w € T,(H? x R) (Do Carmo, 2011, p. 39).

En la parametrizaciéon X, se considera la base {X,,, X,,}, se nota que el
vector w € T,S es tangente a una curva parametrizada o(t) = X (uy(t), uz(t)), con
t € (—¢,e),

donde p = «(0) = X (uy,, us,), se tiene:

L(a/(0)) = (d(0),a'(0)),
= (Xuuy + Xuyuy, X, uy + Xu2u/2>p
= <Xu1 s Xy >p (u/1)2 +2 <XU1 ) XU2>p ullu/Q + <XU27 Xu2>p (u/2>2

= gn(u})? 4 2g12uju) + goo(u))?

A los coeficientes g;; = (X;, X;), donde X; = —, se les denomina coeficientes

8ui

de la primera forma fundamental en la base {X,,, X, }.

Dado N un vector normal unitario a la superficie S en p € S, se define la

segunda forma fundamental.

Definicién 2.3.2. Sea I, la sequnda forma fundamental en T,(S) de la superficie

S C H? x R la cual es una forma bilineal simétrica dada por:
IL,(w) = (=V,N,w) = (A(w), w),

donde p € H*> x R, w € T,S, N wvector normal unitario a S y V es la conexion

riemanniana (Do Carmo, 2011, p. 141).

Se denomina operador de Weingartein al operador A(w) = —V,,N.

En seguida se expresa la segunda forma fundamental IT,, en la base {X,,,, Xy, }
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asociada a la parametrizaciéon X, para lo cual se tiene:

I,(o/(0) = o/ (0)),

N, Vi) (0)),

N VXu1u1+Xu2u2 (Xulul + Xu2u2)>

<N vXulXu1> ul —|— 2<N VXu ul>u'1u’2 + <N,vXU2Xu2> (’U,IQ)2
= bn(ull)2 + 612u'1u'2 + bgg(lLé)Q
Los coeficientes dados por:
bij = <_VX“7; N’ X“J> = <N’ vX“i X“J> ’
se les denomina los coeficientes de la segunda forma fundamental, donde V es la
conexién riemanniana de H2 x R y N es el vector normal unitario.
Se denota por B = (b;;) a la matriz de la segunda forma fundamental.

Se observa que el operador A = —VN es lineal y autoadjunto.

Definicién 2.3.3. Se define la curvatura media H = H(N) y la curvatura de Gauss

extrinseca K ,; de S mediante

AL+ Ay traza A

HN)==5—="5

Kext = /\1)\2 = det A,

Los autovalores A\, Ay de A, son llamados curvaturas principales. El vector curva-

tura media es definido mediante ﬁ = H(N) (Lee, 2006, p. 142)

En seguida se obtiene expresiones entre las curvaturas y los coeficientes de la

primera y segunda formas fundamentales.
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Se observa que Vx, N v Vx, N, donde u = u; y v = uy son tangentes,

-Vx, N = N, =anX,+anX,

_VXUN = Nv = &12X’u + G,QQX,U.

Entonces,
! /.
Va/N = (CLHXU + CLQlXU)U + ((IuXu + GQQXU)U ;
de aqui,
! 1
Uu ajpr a2 Uu
A =
/ !
v 21 A929 v

Sobre la base {X,,, X, }, la matriz (a;;) representa el operador de Weingartein

A. Se observa que esta matriz no es necesariamente simétrica.
Por otra lado
—bi2 = (N, Xy) = (a1 Xy + an Xy, Xo)) = a11912 + a21 929,
—ba1 = (N, Xu) = (a12Xy + a22X,, Xo) = a12911 + 22601,

b1 = (N, Xu) = (a1 Xy + a1 Xy, Xu) = a11011 + a21921,

—bay = (Ny, Xy) = (a12Xy + 22Xy, Xy) = a12912 + 229922,

esto se puede ser escrito es su forma matricial de la siguiente manera:

b1 bio @11 Q21 gi11 912
ba1 Do Q12 Q22 g21 G922
-1
a1y Qag1 bi1 bio g11 912
Q12 Q22 ba1  ba 921 G22
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donde

-1
g1 g12 1 922  —012

- g11922 — 9%2

921 g22 —g21 J11

de donde se puede deducir las expresiones de los coeficientes a;;

bi2g12 — b11922

an = 3
911922 — 919

ba2g12 — b12g22

2 = ————— 55—
g11922 — 912

bi1g12 — b12g11

a1 = —————5—
g11922 — 9i2

B b12g12 — baz g1

g11922 — 9%2 '

Por lo tanto, se tiene:

_ 19111322 + g22b11 — 2912012
2 G11922 — G3a
_ b11bag — b3,

g11922 — 9%2'

1
H(N) = Etraza (A)
Kext = det (A)

1

Luego, se tiene: g11 = goo = 5
Y

Por lo tanto la curvatura media y la curvatura de Gauss estan dadas por:

1 1

—bos + — b1y 2
142 2
H=gt g — =5 uth)
Py?
bi1byy — b2
Kewr = = i2 1 2 = y4(b11622 - b%g)

y? y?
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2.4. Marco Conceptual

En esta seccion se presentan algunas definiciones que seran utilizados en el

desarrollo de la investigacion.

Curvatura Media y Curvatura de Gauss: La curvatura media H y la curvatu-

ra de Gauss extrinseca K., de S estan dados por:

At traza A

H =
2 2

Kemt = )\1.)\2 =det A

los autovalores A; y Ay del operador de Weingartein A, son llamados curvaturas

principales.

Espacio Hiperbdlico: El semiespacio de R? dado por

H? = {(z,y) € R*y > 0}

es llamado espacio hiperbodlico de dimensién 2.

Grafico Vertical: Un grafico vertical en H? x R es el conjunto:

Gr(f) ={(z,y,t) € H* x R; (w,y) € At = u(w,y)},

donde €2 es una abierto de H? x Ry u : H? — R es una funcién de clase C?.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Tipo y nivel de investigacion

La presente investigacion pertenece al tipo basico, puesto que segun Avila
(2001), “esta destinada a aportar un cuerpo organizado de conocimientos cientificos”
basados en la geometria riemanniana, la cual se caracteriza porque los resultados
sirven para profundizar e incrementar los conocimientos acerca de los graficos ver-
ticales en el espacio H? x R. Sumando a ello el autor indica que dicho tipo de
investigacion se preocupa de recoger informacién de la realidad para enriquecer el
conocimiento tedrico cientifico, orientada al descubrimiento de principios y leyes en

el campo mencionado.

El enfoque de la presenta investigacion es cualitativo puesto que segin Sam-
pieri et al. (2014) “El enfoque cualitativo es recomendable cuando el tema del estudio
ha sido poco explorado o no se ha hecho investigacién al respecto” (p. 358), es de
nivel descriptivo puesto que se recolecta informacién no numérica como definiciones
y propiedades importantes de la geometria riemanniana, y por su naturaleza el dise-

1o es no experimental, segiin Sampieri et al. (2014) “se realizan sin la manipulacién
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deliberada de variables y en los que sélo se observan los fenémenos en su ambiente

natural para analizarlos” (p. 154).

3.2. Unidad de analisis

Segun Sampieri et al. (2014), “la unidad de anédlisis es un segmento de conte-
nido textual, auditivo o visual que se analiza para generar categorias” (p. 461). En

la presente investigacion se estudia a los graficos verticales en el espacio H? x R.

3.3. Técnica de recoleccién de informacion

Segun Avila (2001), “es recomendable tener la garantia de obtener los datos
que necesite, y verificar el tipo de informacién disponible” (p. 125). Para la recolec-
cién de informacion se uso libros, tesis y articulos que estan relacionados al tema de

investigacion.
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Capitulo 4

Graficos Verticales en H? x R

4.1. Graficos verticales

En la presente seccién se estudia los gréficos verticales en H? x R, dando
ejemplos de graficos verticales, se muestra algunas propiedades las cuales seran ttiles

para la demostracion del teorema final.

Definicién 4.1.1. Un grdfico vertical en H? x R es un conjunto dado por
Gr(u) = {(,3,1) € H2 x R: (2,9) € Q C H? y t = u(x,y)},

donde Q es un abierto de H? y u : H?> — R es una funcién de clase C* (Elbert et al.,

2012, p. 1180).

Se halla una expresién para la curvatura media de una superficie dada por un
grafico vertical que estd parametrizada por X (z,y) = (z,y, u(x,y)), donde (x,y) € Q

y u es una funcién de clase C2.

Para lo cual, se calcula los coeficientes de la primera y segunda forma funda-

mental.
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Se tienen las derivadas parciales:

Xo(z,y) = (1,0,us(2,9)), Xy(x,y) = (0,1, uy(z,9)).

Por lo que los coeficientes de la primera forma fundamental estan dados por:

g = (X., Xu) = — +u;
g12 = g21 = <X17Xy> = Ugly

1
go2 = <Xy7Xy> = y— +u2.

Antes de calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental, se necesita el
vector normal unitario a la superficie. Para lo cual, sea N = (N, No, N3), un vector

normal a la superficie, entonces se tiene:

(N.X)) = 0
<<N1>N2aN3)7(1aOaux)> = 0
1
—2N1+N3Ux = 0
)

=N, = —y*Nsu,

<N7Xy> =0

<(N17N27N3)7(0717uy)> =0
1

?—Né + Nsu, = 0

:>N2 = —y2N3uy.

De aqui, resulta que

=q
I

<_y2N3u:E7 _y2N3uy7 N3)

72



También

NP = (N, N)
= <<_y2N3u:r7 _y2N3uy7 N3)7 <_y2N3u:137 _y2N3uy7 N3)>
1

= W Nsu +y Nguy) + N

1

- (i)

- 1\ 1/2
= |N| = Nsy(ui+u§+ﬁ)

= Ny(y*u? + y2u§ +1)12.

Entonces el vector unitario normal a la superficie esta dado por:

L o ) (4.1)
N[ (g + yPup +1)12 |

Ahora, para calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental, se

tiene:

vX Xx == Vaﬁuzat (ax + U/xat)
= Vo, (0; + uz0;) + uy Ve, (0r + u,0;)
= Vazax + Umv(%at + ﬁuxﬁt
ox
1
= —@y + um@t
Yy
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Vx,Xy = Vo, iu,0,(0y +uy0)
= Vo, (0, + u,0;) + u;Vy, (0, + uy0;)
0

= Vazay + uyvaﬁt + auy@

1
= __aa: + u:cyat
Yy

Vx, Xy = Vo,iu,0(9 + uyd)
= Vo, (0y + uy0;) + uy Vo, (0y + uy0;)
0
= Vayay + vaayat + a_yuyat
1
= —gay + uyyat.

los cuales reemplazando a las expresiones de los coeficientes de la segunda forma

fundamental, se tiene

by = (N, Vi X.)
() )
RS A
= e +y21ug 1) & (=) G) M“}
()
T

—Uy + YUgy
y(yu; + yPuy +1)1?

b = (N,Vx,X,)
(gt (o)
(yQU?E—I—yZuZ—I—l)l/Q ; g e
- G [ ) () el
1 Uy
— (y2u§+y2u§+1)1/2 (?—i‘uxy)

Uy + YUgy
y(yPu; + yPuy +1)12
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b22

(

<N’ vaXy>

a2 a2
( y o y ulﬂ 1> > ) <07 _lvuyy>>
Y

(y*u3 + yPug + 1)1

1 1, 1
g p v (7)) e

1 Uy n
— Uu
ui+ytup+ )2y

Como la curvatura media en términos de los coeficientes de la primera y segunda

formas fundamentales mostrada en (2.14) esta dada por:

Se halla

g11b22

g20b11

H

_ 1911522 + g22b11 — 2912012
2 G11922 — Gio

1 Uy + Yu
21+ 22 y vy
gty u”““)y(ygug% +yPuy + 1)12
y(1 + y*ud)uyy + uy + y*uiuy
yP(yPul + yPug + 1)12

Y

l —Uy + YUygy

y? y(yPui + yPuy +1)12

y(1 + y?ul Juge — uy — yuy
v (yPus + yPug + 1)12

(1+y*u)

Y
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Uz + YUay
y(yPui + yPuy + 1)12
—2y2uiuy — 2y3umuyu$y
yi(yPul + yPug + 1)

—2g12b12 = —2u, U,

9 1
911922 — 912 = )

(1+ y%i)y (1+y?uy) —ulu

(1+y?(u2 4 ul) + y'ulul) — ulu

Sy P

(T+y*ul +y° +ul) .

Reemplazando estas relaciones, tenemos:

y(1 4+ v?u?)uy, + y*uiu, + y(1 + y%i)um — yzug — 202Uz uy — 29U Uy Uy,
v (yPug + yuy +1)Y2

1
Ji (L 4 yP)
y*((1+ yzuz«)“yy +(1+ yQng;)um — (u2 + uz)yuy - 292uwuyuwy)

_ 42
(1+y?u2 + y2u§)3/2

Para un caso en particular, sea la superficie t = 2% + 12, y > 0, se calcula su

curvatura media, el cual estd dada por la relacién (4.2).

Sea u(z,y) = 2% + 2y?, y > 0, el grafico vertical.

donde u, = 2z, uy = 4y, Uy = 2, Uy = Uy, = 0, uy, = 4.
El cual al reemplazar en la ecuacion (4.2), se tiene

v (4(1 + 42%y?) + 2(1 + 16y*) — (42* + 169%)4y? — 2y*(22)(2y)(0))
(1 4 4x2y? + 16y*)3/2
y? (4 + 162%y* + 2 + 32y* — 162%y* — 64y*)
(1 +4y2($2 _|_4y2))3/2
2y*(3 — 16y*)
(1 + 4y?(2? 4 4y?))3/%"

Entonces, la curvatura media del grafico vertical dado por:
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u(z,y) = 2% + 292, y > 0, es:

y*(3 — 16y")
(L Ay (e o+ 4y?))P

Ahora se relaciona la curvatura media con el divergencia, es decir:

Proposicién 4.1.2. Para un grdfico vertical Gr(u) de u en H?> x R con curvatura

\Y% 1
media H constante y N = — M]Zu Wua campo de vectores unitarios normales,
con W, = \/1 4 |Viuly siendo | - | la norma en H? x {0}, se cumple:
. Viu
divy < VI];IU ) =2H (4.3)

donde divyg, Vi son la divergencia hiperbolica y gradiente hiperbolico respectiva-

mente (Elbert et al., 2012, p. 1180).

Antes de demostrar la proposicién 4.1.2, se verifica lo siguiente:

De la ecuacion (2.9), se tiene:

oy O )

= u., —— _
y $a$1 y yal’g

=Yy (um uy)

== y2V0u
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Luego:

= (y*Vou, y’Vou)

= Z/4 <V0u; V0U>]H
4 <VOU, V0u>

=Y
y?

=? |Vou/’

=y’ (ui + ui)

de aqui, W, esta dado por:

Wu =/ 1+ ]VHuﬁ{

= \/1 + y2u, + y3u,

Ahora, de (4.1):

. E . <_y2u$7 _y2uy7 ]-)
IN|  (y*u2 + y2ul 4 1)1/2

B yu 9 y*u, 0 1 0

B Wa__way W, ot

B ) 19
__W( —“/ ay)+W§
 Vau 10

- wﬁwa

Por otro lado, la divergencia hiperbdlica divy(X) para un campo X dado por
0 0
X =a= 4+ ay 2

usando (2.10), tenemos:

78



2
divg(X) = Z (gii Zaa )
2. da;
Z al'z + Z (alFﬁl + GQF;L:Q)
-1 3

=1
a(ll 0a2
= Ge t gt (T4 T3) +a (T +T3)

reemplazando los simbolos de Christoffel hallados en (2.3):

1
F%l - Ffz - F%z =0, F%l - ga F12 = F22 - -

19) 0 2

dZ?)]H(X) = % + ai; - ;CLQ
2
=div(X) — —a

(X) e

donde div es la divergencia usual en R?.

Ahora se procede con la demostracion de la proposicion 4.1.2.

prueba de la proposicion 4.1.2. Con lo anterior, se prueba la ecuacién (4.3):

Para facilitar el calculo se hace el siguiente cambio:

r:\/l—l—y?u%—i-yQuz

Y2 (Uplgy + Uylys)
T
y(uz +uy) + y* (uatiey + uyuy,)
T

Tp =

Ty =
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2
divgg | Y5 — giog (—y (“z’“y))

\/1+‘V]HU|JQH "
_ 0 (Vua O (yru 2 (v
© Oz r dy r Y r

_ Y (e —uts) |7 (YU 492) — YRy 294
72 72 T

)

((r2u:px — UgTTy + T2uyy - uy'r’ry)

(14 y?ul + yzuZ) Upy — Ugy® (Uplyy + Uy, ) +

ﬂwlﬁw ﬂwl@

+ (1 + ?/2%25 + ?/2%2;) Uyy — Uy (y(ui + Ui) + y2(uxu$y + uyuyy)))
2
= D1 0 2 ) g+ (1220 2)

2 2 2 2
— Y UgUy Uy — (ux + uy) YUy — Y UpUyUgy

y? ((1 + y*u?) uy, + (1 - yzu?l) Ugy — (ui + uz) yu, — 2y2uxuyu$y)

(1+ y?u2 + y2u§)3/2

por la ecuacién (4.2):

divgg | Y| Zop

V1 + [ Vaulg

con lo que concluye la demostracion. O

Definicién 4.1.3. Sea 0 < f < o < 1. Se define la distancia horizontal entre H,
Hg como la distancia entre Ho, N{t =0} y Hp N {t = 0}, es decir, como el nimero

positivo rg — e = —In s (Elbert et al., 2012, p. 1182).
o

La siguiente proposicién garantiza que, para un n particular, la distancia
entre Ho N{t =n} y HzN{t = n} es casi la misma que la distancia a la altura cero,
es decir, la distancia horizontal. El cual es un resultado importante para el barrier

en la demostraciéon del teorema 4.1.11.

Proposicién 4.1.4. Sea 0 < f < a < 1. El radio de H, N {t =n} es denotado
por R, y el radio de Hz N {t =n} por Rs. Entonces, R, ~ 2Inn +Ina y Rg ~

2Inn+1In B, para algin n, esto es, R, — Rz =~ —In é (Elbert et al., 2012, p. 1182).
Q
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El objetivo es construir graficos verticales que tengan curvatura media H =
5 en el espacio H? x R sobre un dominio exterior en H?. Los extremos de estos
graficos estan dentro de dos superficies rotacionales. Este hecho sugiere que son

asintéticamente rotacionales.

Para lo cual se define la condicién geométrica en la curva limite. Sea r > 0,
definida por C. el circulo hiperbdlico centrado en el origen del radio r cuya curvatura

hiperbdlica es cothr.

Definicién 4.1.5. Sea T' C H? x {0} una curva de Jordan de clase C* y sean b y
¢ dos numeros reales con 0 < b < c. I' satisface la condicion de los circulos (b, c)

cuando se tiene:

1. T estd contenido en el anillo cuyo borde es C. U Cy.

2. La curvatura de T en cualquier punto estd en el intervalo (coth ¢, coth b) (Elbert

et al., 2012, p. 1184)..

Se nota que si I satisface la condicién de circulos (b, ¢), entonces se tiene que
para un p € I' existe una traslacion hiperbdlica de Cy y C. con longitud menor que

¢ —b tal que Cp y C. es tangente a I' en p respectivamente.

Definicién 4.1.6. Sea D un dominio acotado y sea E el grdfico de una funcion u
de clase C* definida en el dominio exterior H? x {0} \ D. Si u|op estd acotado y
u(p) — +00 o u(p) — —oo, cuando p se aproxima al borde asintdtico de H* x {0}.
Se denomina a E un grdfico vertical extremo (Elbert et al., 2012, p. 1184).

Definicién 4.1.7. Sea E = Gr(u) un grdfico vertical extremo de curvatura media

1
o=-.
2

1. Se dice que E tiene crecimiento T si el comportamiento asintotico de u es
&

el mismo que de u,,.
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1
2. Se dice que E tiene crecimiento débil — si existe una constante K tal que

Va
|u — ua| < K (Elbert et al., 2012, p. 1184).

En lo posterior, € serd un dominio abierto de H? x {0}.

Sea u : Q — R una funcién de clase C2. Por la ecuacién (4.3), el grafico de u

. . 1 . . .
tiene curvatura media H = 3 con respecto al campo vectorial normal si y solo si u

satisface

, Vuu
divy < Vgu ) =1 (4.4)

Sea f : 02 — [0,400) una funcién continua. Se considera el problema de Dirichlet

D(u) = divy (VV[];IU) —1=0enQ, uelC*N)NCQ),

P(Q, f)
U|aQ =f

Definicién 4.1.8. Sea u y §2 mostrados anteriormente, se define una funcion con-

tinua My (u) en Q por

Mo () = u(z), sizeQ\U,

uy(z), sixeU.
se dice que u € C° (Q) es una subsolucién (supersolucién) del problema P (2, f) si

1. Para cada disco cerrado pequerio U C 2, se tiene u < My (u) (u > My(u)),

2. ulpa < f (uloa > f).

(Elbert et al., 2012, p. 1187).

Definicién 4.1.9. Sea 2 un dominio acotado. Se dice que p € OS2 admite un barrier
por el problema P (2, f) si existe una supersolucion ¢ y una subsolucion ¢ ambos

en C2(2) N C(Q) tal que ¢(p) = ¢(p) = f(p) (Elbert et al., 2012, p. 1188).
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Proposicién 4.1.10 (Proceso de Perron). Sea Q C H? x {0} un dominio y sea
f 09 — R una funcion continua. Supongamos que el problema P (2, f) tiene una

supersolucion ¢. Sea
Sy = {v|v es una subsolucion de P (2, f) con v < ¢}.
Luego, se tiene:

1. Si Sy # @, entonces la funcion u(x) = sup v(x) es definido para cualquier
’UGS¢

x € Q, es de clase C* sobre Q y satisface la ecuacion (4.4).
2. Se Supone que ) es acotado y que p € ) admite un barrier para el problema
P (Q, f). Entonces la solucidn u se extiende continuamente en p con u(p) =

f(p) (Elbert et al., 2012, p. 1188).

Con lo anterior, se enuncia el teorema principal del presente trabajo.

Teorema 4.1.11. Sea c el radio del circulo SU{t =1}. Sea I una curva cerrada
simple de clase C* contenida en el disco H? x {1} acotada por SU {t =1} y sea D
el dominio compacto acotado por la proyeccién de T' en H? x {0}. Supongamos que
para algin b con 2¢ < 3b, I satisface la condicion de circulo (b,c). Entonces, para
algiin a con e < a < et existe un grdfico vertical completo definido sobre
Q =MH? x {0} \ D con contorno T, curvatura media H = % y crecimiento débil =

Va
(Elbert et al., 2012, p. 1184).

Demostracion. Segun la proposicion 4.1.10 con el objetivo de construir una sucesién
de superficies con curvatura media H = %, los cuales con el grafico de una funcién
v, definida sobre un anillo §2,, cuyo borde interior es 02 y borde exterior es el circulo
v, definidas a continuacion. Los anillos €2,, completan 2 y la funcién v, toma valores

1 en 02 y n en 7,. Luego, cuando n tiende al infinito, se demuestra que la sucesiéon

83



{vn} converge a una solucién u del problema

divyg (Vmﬂju) = 1en HZ? x {0}\ 0,

u

u=1en 0N

con el crecimiento débil deseado.

Se inicia construyendo el circulo ~,, para lo cual se considera la superficie
Hp con 3 = e °. Por la proposicién 4.1.4 para algiin o > €2, la superficie H,,
posee la siguiente propiedad: la distancia entre Hg N {t =n} y Ho N{t =n} es
casi —In B + Ina el cual es mayor que ¢ — b, para algun n. Se denota por Hg y
H,, la traslacién vertical hacia arriba de longitud 1 de la superficie Hg N {t > 0} vy
Ho N {t > 0} respectivamente. Se denota I', = H, N {t = n} y la proyeccién de T',,
sobre el plano ¢t = 0 sea 7,. La elecciéon de o nos permite trasladar horizontalmente

H s por una distancia ¢ — b, sin tocar I',, con Hg N {t = n}.

Sea f, : 09, — R definida por

1; sip e 09,
falp) =
0; sip € Y.

Sea 1, la funcion cuya grafica es H, el cudl es claramente una supersolucién

del problema P (2, f,).

Se considera la siguiente funcién:
vn(x) = sup {v(x)| v es una subsolucién de P (L, f,,) con v < u,}. (4.5)

Como la funcién u; cuya gréfica es S, es una subsolucién de P (2, f,), u1 < U, €l

conjunto dado en (4.5) es no vacio (ver figura 4.1). Por (1) de la proposicién (4.1.10),
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se concluye que v,, esta bien definida y satisface

divy (YE::”) =1 sobre €2,,.

Figura 4.1
FExistencia del grafico vertical

t=n /

Nota: Adaptado de “Existence of vertical ends of mean curvature 1/2 in H* x R”
(p. 1189), por Elbert et al, 2012, Transactions of the american mathematical
society, 364 (3).

Se puede afirmar que para cada p € 02 y n suficientemente grande, Se
puede construir un barrier en p, es decir, una subsolucién h, y una supersolucién
H, de P (£, f,) tal que h,(p) = H,(p) = 1. En efecto, en vista de la proposiciéon
4.1.4 y la desigualdad a < e~“** se puede mover S horizontalmente hasta que la
curva S N {t = 1} sea tangente a I en el punto (p,1) sin tocar I',,. De este modo,
se obtiene la subsolucién h, de P (£, f,). Como se ha sefialado anteriormente, se
puede trasladar Hz horizontalmente hasta que toque I' en (p,1) sin tocar T,,. El

grafico asi obtenido proporciona una supersolucién H, de P (£, f,). Entonces, por
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(2) de la proposicién (4.1.10), v, se extiende continuamente en p con v,(p) = 1.

Ahora se construye una supersoluciéon y una subsoluciéon para probar que v,
se extiende continuamente a cualquier punto de p € v,. En el plano horizontal t = n
se obtiene la supersolucién. Para la subsolucién, debido al comportamiento asintético
de S, se hace una adecuada traslacion hacia abajo de S y luego se traslada horizontal-
mente hasta que toque I';, en (p,n). En efecto, trasladamos hacia abajo S mediante
una constante C'(n). Dado que S representa el grafico de u;(p) = 2cosh (p/2), la
superficie trasladada S viene dado por la grafica de 2 cosh (p/2) — C(n). Sea p(s) el
radio del circulo SN {t = s}. La funcién p(s) es estrictamente creciente en s € [1,7).

Ademas, por la proposicion 4.1.4, para n suficientemente grande,

n
1+
C(n
p(n) —p(l) =2In (1 )
14 ——
W)
Si elegimos C(n) tal que lim S 0, entonces, lim p(n) — p(1) = 0.

Esto es, SN {1 <t < n} es casi un cilindro vertical. Luego, por (2) de la proposi-
ci6n (4.1.10), v, se extiende continuamente en algin p € 7,, con v,(p) = n. Para
n lo cufientemente grande, la sucesién {v,} esta uniformemente acotado superior-
mente por H,, e inferiormente por h,, para cualquier p € 9Q (ver Simon (1977) y
Spruck (2007)). Luego, {v,} en un subconjunto compacto de 2. Gracias al teorema
Ascoli-Arzela, en un conjunto compacto con la topologia C* una subsucesién de {v,, }

converge uniformemente a una solucién u de la ecuacién D(u) = 0 en €.

Ademas, para algun q € €0,

hp(q) < ulq) < Hy(q). (4.6)

Ahora, se asume que g sea p € 9 en (4.6), se obtiene u(p) = 1y u €
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C*HQ)NC(Q).

Por 1ltimo se muestra la propiedad de crecimiento para la solucion u. Sea I',
la interseccién de H, con el cilindro I' x R. Se traslada H, hasta que I', esté debajo
de T'. De aqui, se tiene que para cada n, la traslacién de H, brinda una subsolucién
de P (Qy, fn), el cual nos indica que esta por debajo de la gréfica de v, mas ain por

debajo de la gréfica de u.
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Conclusiones

» Dados los nimeros reales positivos b y ¢ con 2¢ < 3b, para algin nimero real o

con e % < o < e existe un grafico vertical completo en el espacio H? x R

1
definido sobre el dominio exterior de H? x {0} con curvatura media H = 5V

1
crecimiento débil — mostrado en el teorema 4.1.11.

Va
= Todas las propiedades de métrica, conexion, geodésica, gradiente, divergencia y
curvatura dadas sobre una variedad riemanniana M, se pueden también hallar
los mismos sobre el espacio H? x R, las cuales ayudan a resolver problemas de

graficos verticales en el espacio H? x R como las que tienen curvatura media

1

constante H = 5-

» La ecuacién diferencial parcial de segundo orden obtenida en (4.2):

Y2 (1 + gl Juyy + (1 + yQUZQ/)Um — (u} + Uf,)yuy — 297Uy U )

2H =
(1+ y?u2 + y2u§)3/2

y por la relacién dada en la proposicion 4.1.2:

‘ Vau
dw]H<M];I ):2[{

u

se demuestra la relacion entre la divergencia de graficos verticales con su cur-

vatura media.
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Recomendaciones y Sugerencias

» El espacio ambiente en este trabajo es la variedad H? x R. Se recomienda
estudiar en la variedad M? x R donde M? es una variedad riemanniana de

dimension 2.

» Para el estudio del espacio HH* x R, se recomienda leer conceptos bésicos de
geometria de la aplicacion de Gauss, geometria intrinseca de superficies, va-
riedades diferenciales, campos vectoriales y corchetes de Lie; a fin de que el

lector no tenga dificultad en entender el presente trabajo.

= Para demostrar que existe una relaciéon entre la divergencia y curvatura media
en el espacio H? x R se ha usado la férmula de curvatura media que envuelve
una ecuacién diferencial parcial de segundo orden, se recomienda demostrar
una relacién andloga en el espacio M? x R utilizando los operadores laplaciano

y hessiano.
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