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RESUMEN

La finalidad del presente trabajo de investigacion es determinar las condiciones bajo
las cuales las integrales de Riemann y Lebesgue coinciden. El estudio se desarrollo
bajo un paradigma cuantitativo, de tipo bésico, alcance descriptivo y un disefio no
experimental transversal. La técnica aplicada es el analisis documental.

Los resultados del estudio muestran que la integral de Riemann es aplicable si la
funcibn f: [a,b]c R - R es acotada, continua, mondtona creciente 0
decreciente y discontinua en un numero finito de puntos de su dominio [a,b]. La
integral de Lebesgue es aplicable si la funcion f: [a,b] c R — R, es medible y el
conjunto de puntos de discontinuidad de la funcién f: [a,b]c R —» R tiene
medida cero. Se concluye que las integrales de Riemann y Lebesgue son
equivalentes si la funcion f: [a,b]c R — R es acotada, continua, monétona
creciente o decreciente y discontinua en un namero finito de puntos de su dominio
en el intervalo [a, b].

Palabras claves:

Integral de Riemann, Integral de Lebesgue, funcion acotada, funcién medible.



ABSTRACT

The purpose of this research work is to determine the conditions under which the
Riemann and Lebesgue integrals coincide. The study was developed under a
quantitative paradigm, basic type, descriptive scope and a cross—sectional non—
experimental design. The technique applied is documentary analysis.

The results of the study show that the Riemann integral is applicable if the function
f: [a, b] € R — R is bounded, continuous, monotonic increasing or decreasing and
discontinuous in a finite number of points of its domain [a, b]. The Lebesgue
integral is applicable if the function f: [a, b] € R — R is measurable and in the set
of discontinuity points of the function f : [a, b] € R — R has measure zero. It is
concluded that the Riemann and Lebesgue integrals are equivalent if the function
f:[a, b] € R — R is bounded, continuous, monotone increasing or decreasing and
discontinuous in a finite number of points of its domain the interval [a, b].
Keywords: Riemann integral, Lebesgue integral, bounded function, measurable

function.
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CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Situacion Problematica

El célculo de primitivas resulté ser una herramienta de gran utilidad y
relativamente de fécil aplicacion debido al Teorema Fundamental del Calculo para la
integral de Riemann. Este teorema representa una gran ventaja porque establece una
estrecha relacion entre el célculo de areas y el calculo de primitivas, pero deja huecos en
este Ultimo hecho como demostrara Vito Volterra en 1885 al construir una funcion
derivable en [a, b] con derivada acotada pero no integrable en el sentido de Riemann. La
integral de Lebesgue aparece entonces en las primeras décadas del siglo XX, como una
solucién a este problema: como constructo matematico, no solo amplia el dominio que
pueden tener las funciones integrales, sino que en general, amplia el propio concepto de
integracion.
1.2. Formulacion del Problema
1.2.1. Problema General

¢Bajo qué condiciones los resultados de las integrales de Riemann y Lebesgue

coinciden?
1.2.2. Problemas Especificos

a) ¢Para qué tipo de funciones estan definidas las integrales de Riemann y

Lebesgue?
b) ¢Cuéles son las diferencias entre la integral de Riemann y la integral de
Lebesgue?
1.3. Justificacion de la Investigacion
El presente trabajo de investigacion se justifica debido a la necesidad de establecer

para qué tipo de funciones es mas adecuado la integral de Riemann y Lebesgue.



La integral de Riemann es limitada, solo alcanza a funciones continuas y acotadas
en un intervalo cerrado, en cambio la integral de Lebesgue generaliza la integral de
Riemann, por lo que es importante establecer las diferencias y las coincidencias

entre la integral de Riemann y Lebesgue.

1.4. Objetivos de la Investigacion
1.4.1. Objetivo General
Determinar las condiciones bajo las cuales las integrales de Riemann y Lebesgue
coinciden.
1.4.2. Objetivos Especificos
a) Establecer los tipos de funciones para los cuales estan definidas la integral
de Riemann y Lebesgue.

b) Establecer las diferencias entre las integrales de Riemann y Lebesgue.

1.5. Metodologia

1.5.1. Tipoy Disefio de Investigacion

El presente estudio estd enmarcado en el tipo de investigacion sustantiva béasica, porque
describe las diferencias entre las integrales de Riemann y Lebesgue.

La investigacion de acuerdo al problema de estudio y los objetivos formulados,
corresponde al tipo de estudio descriptivo, porque se describe para qué tipo de funciones
es adecuado cada uno de los integrales propuestos.

Se asume el disefio no experimental, transversal, descriptiva; que segin Hernandez
Sampieri, R. (2014) esta “investigacion no experimental es la que se realiza sin
manipular deliberadamente variables. Es decir, se trata de estudios donde no se varia en

forma intencional las variables independientes para ver su efecto sobre otras variables”.



1.5.2. Técnicas de Recoleccion de Datos e Informacion
Se hara uso de la técnica documental, por considerar sus cualidades de obtener los datos
con mayor confianza de las unidades de investigacion y su estructura permite acceder a

ella, mediante una revision de la literatura pertinente.



CAPITULO 1l

MARCO TEORICO CONCEPTUAL

En este capitulo se define la integral de Riemann y la integral de Lebesgue, para esto, es
necesario tratar los conceptos necesarios para cada uno de ellos. Primeramente, vamos a
definir la integral de Riemann.
2.1. Integral de Riemann
2.1.1. Conjunto Acotado y Funcion Acotada
Definicion 2.1.1.—
Sea A un subconjunto no vacio del conjunto de los nimeros reales R,
AcR, A+ 0.
1) El conjunto A es acotado, si y sélo si, existe un numero real
m >0, tal que paratodo x de A, | x| <m.
2) El conjunto A es compacto, si y solo si, A es acotado y cerrado.
A=[a,b] c R escerrado, acotado y compacto.
3) Unafuncién f: Ac R - R esacotadaen A, siy soélo si, existe un nimero real
k >0, tal que paratodo x de A, | f(x) | < k.
2.1.2. Funcion Continua
Definicion 2.1.2.1.—
1) Sean (E, Tg), (F, Te) dos espacios topoldgicos.
Una funcién f: E — F es continua, si y solo si, paratodo
BeTe f(B)€Te,
donde f*(B) = {x€E/f(x)eF}CE.
2) Seaf: Ac R — R una funcion definidaen Ay sea x =a € A. La funcién f es

continua en el punto x = a, si y solo si, lim,_,, f(x) = f(a).



Es decir, f es continua en x = a, si y sélo si, para todo & > 0, existe 6 > 0, tal que
paracada xde A y 0<|x—a|< 8§, entonces |f(x)—f(a)|<e.

3) Unafuncién f: (a, b) c R - R es continua en un punto ¢ de {(a, b), si y solo si,
paratodo € >0, existe § >0, tal que paracada xde (a, b) y
[X —c| < &, entonces | f(x)—f(c) | <e.

Esto es, una funcion f es continua en {(a, b), si es continua en
cada puntocde (a, b).

4) Sea f: [a,b] € R— R una funcion definida en el intervalo cerrado [a, b]. La
funcién f es continua en [a , b], si y sélo si, f es continua en cada punto del
intervalo abierto (a, b) y continua por la derecha en a y continua por la izquierda
enb.

5 Sea f: Ac R - R una funcion definida en A. La funcion f es uniformemente
continua en el conjunto A, si y sélo si, para cada numero real & > 0, existe un
namero real § > 0, tal que para cualesquier X,y de A, si 0<|x-Yy|<§, entonces
| f0) —f(y) | < &.

Definicion 2.1.2.2.—

1) Sea f: A c R — R una funcion definida en A. La funcion f es continua en un
punto a de A, si y sélo si, para cada vecindad V de f(a) en R, f ' (V) es una
vecindad de a en A.

2) Una funcion f: [a, b] € R - R definida y continua en el intervalo acotado y
cerrado [a, b], es uniformemente continuaen [a, b].

3) Una funcion f: [a, b] € R - R definida y continua en el intervalo acotado y
cerrado [a, b], esacotadaen [a, b]. Es decir, existe M de R, M >0, tal que para
todo x de[a,b], |f(x) | <M o existen M;, M, de R, tal que M; < f(X) < My,

para todo x de [a, b].



4) Una funcion f: [a, b] € R - R definida y continua en el intervalo cerrado [a, b],
tiene un valor minimo y un valor maximo en [a, b]. Es decir existen puntos
X1, X2 en [a,b], tal que f(xy) < f(x) < f(x,) paratodos los puntos x de [a, b].

5) Sea f: [a,b] € R— R una funcion definida y continua en el intervalo cerrado

[a, b], de modo que f(a) f(b) < 0, entonces existe por lo menos un punto c del
intervalo abierto (a, b), tal que f(c) =0.

6) Sea f: [a,b] € R— R una funcidn definida y continua en el intervalo cerrado
[a, b], de modo que f(a) # f(b), entonces los valores de la funcién f estan entre f(a)
y f(b).

7) Sea f: [a,b] € R —> R una funcion definida y continua en el intervalo cerrado y
acotado [a , b]. La imagen directa de [a, b] mediante f es cerrado y acotado. Es
decir, f ([a, b]) = [f(a) , f(b)], f(a) < f(b) es cerrado y acotado.

2.1.3. Funcion Monétona

Definicion 2.1.3.—

1) Una funcion f: A c R — R definida en A, es mono6tona cuando es creciente o
decreciente en A.

2) Unafuncion f: Ac R — R definida en A, es mondtona estrictamente creciente en
A, si ysolosi, paratodo x;,x, de A, si x; < x,, entonces f(x;)< f(xy).

3) Una funcién f: A c R — R definida en A, es mon6tona estrictamente decreciente
en A, si ysélo si, paratodo x; ,x, de A, si X;< Xy, entonces f(x;)>f(x,).

4) Una funcién f: A c R — R definida en A, es monétona no decreciente en A, si y
solo si, paratodo X;, X, de A, si x; < x, entonces f(x;) < f(x2).

5) Unafuncion f: A c R — R definidaen A, es monotona no creciente en A, si y

solo si, paratodo x; , X, de A, si X;< X, entonces f(x;)=f(x2).



2.1.4. Funcion Escalonada
Definicion 2.1.4.—

Sea f: [a,b] € R— R una funcién definidaen [a, b] y sea

P={a=xy,X1,X3,.+-,Xk—1+Xk +---5 Xnp =D},
a=Xp<X; <X; <...<Xp_1< X(<...< X,-1< X, =Db una particion
de [a, b].

La funcion f se llama escalonada, si y sélo si, f(X) = c,, cx € R, para cada x de
(Xk—1, Xk ), kK=1,2,...,n.
2.1.5. Particion de un Conjunto
Definicion 2.1.5.1.—
Sea el intervalo acotado y cerrado [a, b] € R,cona<b.
1) Se llama particion del intervalo [a , b] a un conjunto ordenado vy finito de puntos
(o numeros reales)
P={a=xy,%X; ,X2,..., X1 ,Xk»+---,Xp_1, Xp=b} de [a; b],
talque a=xp < X; < X3 <...< X1 < Xk <...< Xp_1 < X, =h.
2) La particion P divide al intervalo [a , b] en n intervalos mas pequefios
X0, X1], [X1, X231, -+« [Xk—1» Xkls - - - » [Xn—1, Xnl, cada uno de longitud
Xk — Xk—1 » K=1,2,...,n.
Estoes: [a, b]=[x¢, x4 ] U[xy, ] U ... U[xg_1, xiJ U. .. U[Xpo1, Xnl
[a, bl = Ukzq [Xk-1, Xl
3) Lanorma de la particiéon P, denotado por ||P|| es el nimero real
IIP|| = max {xx — xx—1 : k=1,2,...,n}
4) El conjunto de todas las particiones de un intervalo cerrado [a , b] se denota por el

conjunto P [a , b] ={P:Pesparticion de [a, b] }.



5) Dadas dos particiones P; y P, de un mismo intervalo [a , b], se dice que P, es
mas finaque P;, si P, C P,.
Definicion 2.1.5.2.—
Sea f:[a, b] € R — R unafunciénacotadaen[a, b]ysea Pe P[a, b],
P={a=xy,X; ,X2,...,Xk—1 Xk, -1 Xp_1, Xn = b} unaparticion de [a , b].
La funcion f es también acotada en cada intervalo Iy = [Xx—1 , Xk] .
k=1,2,...,n.
2.1.6. Infimo y Supremo de una Funcién
Definicion 2.1.6.—
Sea f:[a, b] € R — R unafunciénacotadaen[a , b]ysea Pe P[a, b],
P={a=xy,X; ,X2,...,Xk—1 Xk, -1 Xp_1, Xy = b} unaparticion de [a , b].
1) El infimo (o inferior) de la funcién f en el intervalo
[Xk—1,Xx], k=1,2,...,n estd definido como el valor
my = my(f) =inf{f(x): X€[xp_1 . xx]}, k=1,2,...,n.
2) El supremo (o superior) de la funcion f en el intervalo
[Xxk—1,xx], kK=1,2,...,n estd definido como el valor
My = Mp(f) =sup { f(X) : X € [xp_1, %]}, k=1,2,...,n.
2.1.7. Suma Inferior y Suma Superior de una Funcion
Definicion 2.1.7.—
Sea f:[a, b] € R — R unafuncién acotadaen[a, b]ysea Pe P[a, b],
P={a=xy,X; ,Xp,...,Xk—1 ,Xk,---1Xp_1, Xn = b} unaparticion de [a , b].
1) La suma inferior de la funcion f con respecto a la particiéon P, se define como el

valor

I(f,P) = Xjgoqmy (Xg — X1 ).



2) Lasuma superior de la funcion f con respecto a la particion P, se define como el
valor
S (f,P) = Xi=q Mk (xk — Xg—1).
2.1.8. Propiedades de las Sumas Inferiores y Superiores
Proposicion 2.1.8.—
Seaf:[a, b] € R - R unafuncion acotadaen [a , b] ysea IP[a, b] el conjunto
de particiones de [a , b]. Entonces:
1) Si P es una particion cualquierade [a, b], P € P[a , b], entonces
I(f,P) < S(f,P).
2) Si PyQ sondos particionesde [a,b], P,QeP[a, b], talque PcQ
(Q es més fina que P), entonces:
a) I1(f,P) < I(f,Q)
b) S(f,Q) < S(f,P)
3) Si Py Q son dos particiones cualesquierade [a,b], P,Qe P[a, b]
entonces I (f,P) < S(f, Q).
Demostracion
Sea f:[a, b] € R — R unafuncion acotadaen[a, b]ysea Pe P[a, b],
P={a=xy,X;,X3,. -, Xke1+1Xk,r+-+,Xn-1, Xn=b }
a=X0< X; < X3 <...< Xp_ 1 < Xk <...< Xp_1< Xp=b
una particion de [a , b], de modo que la funcion f es acotado en cada intervalo
[Xk—1,Xk], k=1,2,.. .,n.
1) Demostrar que | (f,P) < S(f,P)
En efecto:
En cada intervalo [ x,_4, X, ] se define:

El infimo de f: my = my(f) = inf { f(x): X € [xe_q %]}, K=1,2,.. .,ny
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El supremo de f: My = My (f) =sup {f(X) : X € [xx—1, Xkl }, kK=1,2,...,n,
de modo que se cumple: my(f) < My(f), k=1,2,...,n
m, < My (El infimo no es mayor que el supremo)
Entonces my (xgx — xg—1) < Mp (X —Xp-1), K=1,2, .. .,n.
k=1 My Xk —Xk—1) < k=1 Mg (X — X1 )
Como Yy my (X —Xx—1) =1 (f,P) ¥ Xi=q Mk (X — X1 ) =S (f, P),
entonces | (f,P) < S(f,P).
Por tanto se cumple I (f,P) < S(f,P)
2) Sea Qe P[a, b],talque Q=P U {c}unaparticion de [a, b] que tiene un
elemento mas que P, P c Q. (Q es mas fina que P)
Sea Q={a=%¢,Xy X2, Xk-1,C Xy, Xp_1, Xp=b},
A=X0< X1 < X <...< X 1< C<X<...<Xp_1< x,=b
Sean: my =my (f) =inf{f(X): X € [Xp_1,Xx] } k=1,2, .. ., n.
m’' =m’'(f) = inf {f(X): X € [xx_1,C] }
m" =m"(f) =inf{f(X): xe[c,x]}
donde my<m', my<m” o m'=> mp, m"> my
Sean: My =My (f) =sup {f(X) : X € [xx_1.Xx] } k=1,2, .. .,n.
M’ ' =M'(f) =sup {f(X) : X € [xx_1,C]}
M" =M"(f) =sup {f(X): x€e[c,xx] }
donde M'< My, M"< My o0 My=> M, My=> M"
a) Demostrarque | (f,P) < I(f,Q)
m’ > my entonces m’ (C—xx_q) = my (C—Xyg_1)
m’” > my entonces m’’ (x —C€) = my (X —C)
Entonces m’ (C—xyx_;) + m"” (X, —C) = my (C—Xk_q) + my (Xx —C)

m' (C-xp—1) + m” (xg—C€) = my (C—xg_q + X —C)
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m' (C—xg-1) +m"” (xx—C) = my (Xx— Xx-1)
Sean: | (f,P) =YL, m; (X; —Xj_1 ),
1(f, Q) = XS m; (% —Xj_1) +m' (C—xp_1 ) +m" (x—C) +
itker M (X — Xj-1)

entonces:

L(F, Q) —1(fF,P) =YK m; (% —Xj_1 ) +m’ (C—Xp_y )+ m"” (x,—C) +
Yitk+1 My (X —Xj1) — Nitgmy (X — Xj_1 )

m' (C—xy_q)+m"” (xx—C) = my (xx— Xx_1 ) entonces:

L(F, Q=1 (f,P) = XIS my (Xj —Xj—q ) + My (X — Xq ) +
Yitke1 My (X —Xj1) — Nitgmy (X — Xj_1 )

L, Q-1 (f,P) = XiLim; (% —xi-1) — Xitamy (X — Xj-1) ,

1(F,Q)=1(f,P) = 0

Por tanto: 1(f,P) < I(f, Q).

b) Demostrarque S (f,Q) < S(f,P)

M'< Mg, M'(C-xk-1) < Mg (C—xx4)
M”" < My, M" (xy—-c) < My (xx—¢)
Entonces M’ (C—xy_1 )+ M" (xx—C) < My (C—xg_q1) + My (Xx —C)
M’ (C—xyg_1 )+ M" (xy—C) < My (C—Xg_q1 +Xx—C)
M' (C-xp—1) +M" (xx—C) < My (Xg —Xk-1)
Sean: S (f,P)=XiL; M; (xi —Xi_1),
S(f,Q) =X M; (% — X1 ) + M’ (C— X1 ) + M" (x—C) +
itk Mi (% — Xi-1)
Entonces:
S(F,Q-S(f,P) =X M; (X —Xj—1 ) + M’ (C—Xy1 ) + M" (x—C) +

Zinzk+1 M; (% — Xj—1) — 2i=q Mj (X5 — Xj—1 )
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M (C—xg_1)+M" (xg—C) < Mi (X —Xg_1) entonces:
S(F.Q-S(f.P) < XiSI'Mi (% —Xi1) + Mic (Xi—Xieq ) +

imka 1 Mi (X — Xio1 ) — Ximq My (%5 — X421 )
S(F,Q-S(F,P) < T, M (xi—Xi1) — Ty My (i — Xicq)
SFf,Q-S(f,P) <0
Portanto: S(f,Q) < S(f,P).
3) Sean Py Q dos particiones cualesquierade [a, b], P,Q € P [a, b].

demostrar que 1 (f,P) < S(f, Q).

En efecto:
Sean Py Q dos particiones cualesquierade [a, b], P,Q € IP[a , b], de modo que
Pc PuQ, QcPuUQ.
f:[a, b] € R - R esunafuncion acotadaen [a , b],
entonces, aplicando la parte 2) a) y la parte 1), se tiene:
I(f,P) < I(f,PUQ), If,PUQ) <S(f,PUQ)
dedonde I(f,P) < S(f,PUQ)
Como Q < P U Q, entonces aplicando la parte 2) b). se tiene:
S(f,PUuQ) <S(f,Q)
Luego I(f,P) < S(f,Q).
2.1.9. Integral Inferior e Integral Superior de una Funcion
Definicion 2.1.9.—
Sea f:[a, b] € R - R una funcion acotada en [a, b] yseaP € P[a, b] una
particion de [a, b].
La integral inferior de la funcion fen [a, b] se define como el nimero real
S=[ f(x)dx=sup { I(f,P), PEP[a,b]}.

La integral superior de la funcion fen [a, b] se define como el nimero real
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- b

S= [, f(x) dx=inf{S(f,P), PEP[a,b] }.

Proposicion 2.1.2.—

Sea f:[a, b] € R — R unafuncion acotadaen [a , b], ysean

S= fab f(x)dx, S= fab f(x) dx integral inferior y superior de la funcién

f respectivamente, entonces S < S.

Demostracion

Sean P, Q € P[a, b] dos particiones cualesquiera de [a , b], entonces por la
proposicion 2.1.8, parte 3, se tiene | (f, P) < S (f, Q), entonces S(f , Q) es una cota
superior del conjunto {1 (f,P): PeP[a, b]} entonces

S(f,Q) = sup{I(f,P): PeP[a, b]}

Pero sup{I(f,Q): PeEP[a, b]} = S, entonces

S(F,Q) =S o S<S(f,Q),estoimplicaque S esuna cota inferior del conjunto
{S(f,Q): QeP[a, b]},entonces

S<inf{S(f,Q): QePla, b]}

Pero inf{S(f,Q): QeP[a, b]} =S, entonces S < S.

De donde, se deduce que S— S >0

2.1.10. Integral de Riemann

Definicion 2.1.10.—

Sea f:[a, b] € R —» R una funcion acotada en [a , b]. La funcién f es Riemann
integrable en [a, b], siy solo si, la integral inferior de la funcion f es igual a la integral
superior de la funcion f, es decir S = S.

Esto es:

Una funcion f: [a, b] € R —» R acotadaen [a, b], es Riemann integrable,

si y solo si,
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S= fabf(x) dx = sup{I(f,P), PeP[a, b]} =inf{S(f,P), PEP[a, b]}=S
2.1.11. Existencia de la Integral de Riemann

Para establecer las coincidencias y las diferencias entre las integrales de Riemann y de
Lebesgue, es necesario establecer queé tipo de funciones son Integrables Riemann y qué
tipo de funciones son Integrables Lebesgue.

Primeramente, estableceremos las funciones que son Integrables Riemann: Funciones
acotadas, funciones continuas, funciones mondtonas y funciones que tienen
discontinuidades en un numero finito de puntos.

Seaf:[a, b] € R - R una funcion acotada en el intervalo cerrado y acotado
[a, b] ysea P€eP[a, b] unaparticién de [a, b], entonces los conjuntos

{I(f,P): PePla,b]l}y {S(f,P): PeP[a, b]} sonno vacios.

El conjunto { I (f,P): Pe P[a, b] } esta acotado superiormente por cualquier suma
superior S (f,P) yelconjunto {S(f,P): PeP[a, b] } estd acotado inferiormente
por cualquier suma inferior I (f, P).

Por tanto, sup{I(f,P): PeP[a, b]} < inf{S(f,P): PeP[a, b]}

El extremo superior del conjunto { | (f,P): P € P[a, b] } es menor o igual que el
extremo inferior del conjunto {S(f,P): PeP[a, b] }.

Teorema 2.1.1.—

Una funcionf: [a, b] € R — R acotada en el intervalo cerrado y acotado [a , b],
es integrable Riemann en el intervalo [a, b], si y s6lo si, para cada numero real € >0,
existe una particion P € IP [a , b] del intervalo [a, b], tal que

0<S(f,P) - I(f,P) < &

Demostracion

Sea f: [a, b] € R - R una funciéon acotadaen [a, b].

a) Supongamos que la funcion f es integrable Riemann en [a , b], demostrar
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que para cada € > 0, existe una particion P € P [a , b] del intervalo
[a,Db],talque O<S(f,P) - I(f,P) < e.
En efecto:
Supongamos que la funcion f es integrable Riemann en [a, b], entonces:
Integral inferior de la funcion f = Integral superior de la funcion f = fab f(x) dx.

Es decir:

supremo de las sumas inferiores de f = infimo de las sumas superiores de f =

fab f(x) dx.

Como supremo de las sumas inferiores de f = fab f(x) dx,
infimo de las sumas superiores de f = fab f(x) dx, entonces
fab f(x) dx — cualquiera de las sumas inferiores de f y

cualquiera de las sumas superiores de f — fab f(x) dx

es un namero real pequefio.

Entonces, dado un namero real € >0, existen particiones P, y P, de [a, b], tales

€

que PG dx —I(f, P )< Sy S(F,Py) - [DfGO dx <

Sea P=PLUP,, P, cPyP cP

Entonces I (f,P,) < I(f,P) y S(f,P)<S (f,P,) (Proposicién 2.1.8)
I(f,P,) < I(f,P) entonces —I(f,P) < -1I(f,P;),

[ECO dx - 1(F,P) < [PfG) dx — I (f, Py)

€

Pero fab f(x)dx — I (f,P;) < S entonces fab f(x) dx — 1(f,P) < -

S(f,P)<S (f,P,) entonces S(f,P)— [Cf(x)dx < S (f,P,)— [ f(x) dx



Pero S(f, P,) —fab f(x) dx < % entonces S (f, P) — fab f(x) dx < %

€

S(f,P)- fab f()dx < -y fab f(x)dx — I (f,P) < % entonces

S(F.P)- [[fdx + [Jf)dx - I(F,P)<Z +%

S(f,P) —I(f,P) < &.

b) Supongamos que para cada nimero real € >0, existe una paricion
Pdef[a,b], talque S(f,P) — I(f,P) < &, demostrar que la
funcion f: [a, b] € R - R esintegrable Riemann.

En efecto:

Supongamos que dado un namero real € > 0, existe una particiéon P€ P [a , b] de

[a,Db], talque S(f,P)-I(f,P)< €.

Se sabe que :

Integral inferiorde f=sup { I(f,P): PeP[a, b]},
S=sup{I(f,P): PeP[a, b]}

Entonces:

Integral inferior de f > cualquiera de las sumas inferiores de f

Integral inferiorde f > I(f, P)

Esdecir S > I(f,P), entonces S—I1(f,P) >0, 0<S-1I(f,P)

De la misma manera:

Integral superior de f =inf{S(f,P): PeP[a, b]},
S=inf{S(f,P): PeP[a, b]}

Entonces:

Integral superior de f < cualquiera de las sumas superiores de f

Integral superiorde f < S (f, P)

Esdecir S < S(f,P), de donde

16
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0< S(f,P)-S
Como 0<S-I(f,P), 0< S(f,P)— S entonces

0< S—I(f,P) + S(f,P)-S

0< S-S+ S(f,P) - I(f,P),

S-S < S(f,P) - I(f,P)

Pero S — S>0, 0 <S — S, entonces

0 <S-S < S(f,P) - I(f,P)

Pero S(f,P) — I(f,P) < & V&>0 entonces

0<S-S<¢gVe>0, entonces S — S =0.

Dedonde S =S = fab f(x) dx

Luego la funcidn f es integrable Riemann en [a, b].

Teorema 2.1.2.—

Toda funcion f: [a,b] € R — R continua en un intervalo acotado y cerrado [a, b]
es integrable Riemann en el intervalo [a, b].

Demostracion.

Sea [a,b] € R, con a < b un intervalo acotado y cerrado, entonces [a, b] es
compacto.

Sea f: [a,b]c R - R una funcién continuaen [a, b], entonces f es acotada en
[a, b], fesuniformemente continuaen [a,b] y f([a, b]) es cerrado, acotado y
compacto.

Si f:[a,b]J]cR — R esunafunciénacotadaen [a,b], entonces f es integrable
en [a, b] ypara demostrar el teorema bastara verificar la condicion de Riemann del

teorema anterior.
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Si f: [a,b]cR — R esunafuncion uniformemente continuaen [a, b], entonces
dadoun £>0, existeun § >0, tal que para cualesquier x,y de [a,b], si X-y|<§
entonces | f(x) —f(y) | <e.

Sea PePla, b], P={a=xg,%X,%X3,...,Xke1 +XKk+--+  Xp_1, Xn=b}
a=X0< X3 < X3<...< X1 < X <...< Xp_1 < X, =b una particion de

[a,b], connorma ||P || = max {xx— xx_1 }<&, k=1,2,...,n, entonces
IPII<8, xkx— Xx-1<86.

La longitud de cada intervalo [xy_;, Xx] €S

(Do xc]) = 3= xier = 200 k=120,

Si la funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f es continua en cada

uno de los intervalos cerrados [xy_; , x], k=1,2,...,n, entonces la funcion f

tiene un supremo My = f(x;) y uninfimo my = f(x,), donde Xx;,x, € [ Xx-1, Xkl ,

k=1,2,...,n.
Si la funcion f es continua en [xx_; , x], k=1,2,...,n, entonces fes
uniformemente continuaen [ xx_;,Xx], k=1,2,...,n, entonces dado un valor

g >0, con s’:bi , existeun §>0, tal que |x;—x,| <& entonces

| f(x;) — f(x,) | < €', entonces x; —x, <&, f(x;) —f(x;) <€, &= bi :

—a
Si definimos las sumas inferior y superior

I(f,P)=Ypo;myp (x — Xk_q) Y S(F, P) =Xg=1 My (X — Xx_1) , entonces
S(F,P)—I(f, P) = ¥g=1 Mk (x = X—1) — XR=1 Mk (X — X—1)
S(f,P)—I(f, P) = Xg=1(Mx — my) (X — Xk-1)

S(f, P)~ I(f, P) = T_,(f(x;) - f(x,)) (i — Xi1)

Pero f(x;) —f(x.) < €', entonces S(f,P)—I(f,P) < Yp_; € (Xx — Xk_1)

S(F,P)—I(f,P) < & Xioy (Xk — Xk-1)
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Pero Y0, (Xx— Xx_1) = n(?) =b-ay ¢ :ﬁ, entonces

S(t,P)-I(f,P) < (ﬁ )(b-a), entonces S(f,P)-I(f,P) < &

Entonces por el Teorema 2.1.1 se cumple la condicion de Riemann.

Luego la funcion f es integrable Riemann en el intervalo [a, b].

Teorema 2.1.3.—

Si f: [a,b]c R = R esunafuncion monotona en el intervalo acotado y cerrado

[a, b], entonces la funcion f es integrable Riemann en el intervalo [a, b] .
Demostracion

Sea [a,b].c R, con a<b un intervalo real acotado y cerrado.

Sea f: [a,b] € R — R una funcion monotona en el intervalo [a, b], entonces la
funcién f es monotona creciente o monétona decreciente en el intervalo [a, b].
Supongamos que f: [a,b] € R — R es una funcion monédtona creciente en el
intervalo cerrado [a, b], entonces para cualesquier x, , x, de [a,b], si x; <x,,
f(x;) < f(xy) y la funciébn f estd acotada inferiormente por f(a) y acotada
superiormente por f(b), de modo que f(a) < f(b) , esto implica que la funcion f es
acotadaen [a, b], entonces m(f) =inf{ f(x), xe€[a,b]}=f@) y

M(f) = sup {f(x),x e[a,b]}= f(b). Entonces la funcién f es integrable en el
intervalo [a, b] . Para demostrar el teorema bastara verificar la condicién de Riemann.
En efecto:

Dado un & > 0 Yy eligiendo el valor de n suficientemente grande n e N, n>0, se
define la relacion (b-a) (f(b)-f(a)) < ne.

Sea PeP[a, b], P={a=xqg,%X;,%X3,...,Xke1 +Xk+--+,Xp_1, Xn=b}
a=X)< X1 < X, <...< Xpo1 < X <...< X,_1 < X, =b una particién del intervalo

[a, b], de modo que cada intervalo [xx_;, xx], kK=1,2,...,n tiene igual longitud



20

b-—
Xk — Xk-1 — Ta , k=1,2,...,n.

Si la funcion f es mondtona creciente en el intervalo cerrado [a, b] , entonces la
funcién f es monotona creciente en cada intervalo cerrado [xx_1 , Xkl ,
k=1,2,...,n delaparticion , entonces el supremo y el infimo de la funciéon f en
cada intervalo [xyx_;,xx], K=1,2,...,n es:

Supremo My = My (f) = sup {f(X): X € [xx_1, Xx] } = f(xx), k=1,2,...,n
infimo my = my (f) = inf { f(X) : X € [Xp—1 , Xx] } = f(xx_1), kK=1,2,...,n

De la misma manera definimos:

Suma inferior I(f,P) = Yp_,my (Xx — Xx_1) Y

Suma superior S(f,P) = Y¥p_; My (Xx — Xk_1)

Entonces:

S(F,P)—I(f,P) = ¥go1 My (Xx — Xk—1) — Zgk=q Mk (Xk — Xk—1)

S(f,P)-1(f,P) = Xgos(Myx — my) (Xk — Xk-1)

—a

Pero My, = f(x), my = f(x) ¥ Xx—Xe =— , k=1,2,...,n,

entonces S (F,P)— 1 (F,P) = Shoy (fxi) — fxic1)) (52)

S(F.P)-1(f,P) = (=) Zhy (i) — f(xk-1))
Pero f(b) es cota superiory f(a) es cota inferior de la funcion fen [a, b], entonces
Tioy (i) — f(xien)) = () - (),
S(F, P)~I(f, P) = (=2) (f(b)-f(2))
Como (b-a) (f(b)~f(a)) < ne, (=) (f(b)-f(@)) <e

Entonces S(f,P)-I(f,P) < €.
Entonces por Teorema de la condicion de Riemann, la funcion f es integrable Riemann

en el intervalo cerrado [a,b].
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En forma analoga se demuestra, el caso cuando la funcion f es monotona decreciente en
el intervalo cerrado [a, b].

En efecto:

Supongamos que f: [a,b] € R — R es una funcion mondtona decreciente en el
intervalo cerrado [a, b], entonces para cualesquier x; , x, de [a,b], si x; <X, ,
f(x,) < f(x4) vy la funcién f estd acotada inferiormente por f(b) y acotada
superiormente por f(a), de modo que f(a) > f(b), f(a)—f(b)>0.

b—a>0, entonces

m(f) = inf{ f(x), xe€[a,b] }=f(b) y M(f)=sup {f(x),x€[a,b]}=f(a).

Dadoun €¢>0, ne N, n>0, se define la relacién (b—a) (f(a) —f(b) ) <ne.

Sea PeP[a, b], P={a=xg,%X1,X2,..+,Xk—1 Xk s+  Xp-1, Xn=b},
a=X)< X1 < X, <...< X1 < X <...< X,-1 < X, =b una particién del intervalo

[a, b], de modo que cada intervalo [xy_;, Xx], K=1,2,...,n tiene igual longitud
Xk — Xk—1 :$ . k=1,2,...,n.

Si la funcion f es decreciente en el intervalo cerrado [a, b], entonces la funcion f es
decreciente en cada intervalo cerrado [xx_;,xx], K=1,2,...,n de laparticion.

El supremo y el infimo de la funcién f en cada intervalo [xx_q , Xx] .

k=1,2,...,n e€s:

My = My (f) = sup {f(X) : X € [x}—1, x4 ] } = f(x—1), k=1,2,...,n

my = my (f) = inf {f(X) : X € [x—1, %] } = f(xx), k=1,2,...,n

f(xi-1) > f(xi), flx-1) = f(xi) >0.

Suma inferior I(f,P) = Yo, my (Xx — Xk—1) Y

Suma superior S(f,P) = ¥p_; My (Xx — Xx—1)

Entonces:

S(F,P)—I(f, P) = Xko1 Mic (i = Xi—1) — Xk=1 Mic (X = Xic—1)
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S(f,P)—I(f,P) = ¥k=1(My — my) (X — Xi—1)

b-a

Pero Mk = f(xk—l)’ my = f(Xk) Y Xk —Xk—1= — , k:1,2,...,n,

entonces S(f,P)-I(f,P) = ¥i_; (f(xk-1) — f(xx)) (%)

S(F.P)—I(f P) = (=2) By (F(xi-1) — f(xi))
Pero f(a) es cota superior y f(b) es cota inferior de la funcion fen [a, b], entonces
2k=1 (f(xe-1) — f(xi0) ) = f(@) - f(b).

Entonces S(f,P)-I(f,P) = (%) (f(@) —f(b))

Como (b-a) (f(a) —f(b) )< ne, (%) (f@)—f(b)) <e¢

Entonces S(f,P)-1I(f,P) < €.

Entonces la funcion f es integrable Riemann en el intervalo cerrado [a, b ].

Teorema 2.1.4.—

Sea f: [a,b]c R - R unafunciénacotadaen [a,b] y

sea D={d; €[a,b]: fesdiscontinuaen d;, j=1,2,... ,m} unconjunto finito de
discontinuidades de la funcion f en [a,b], con d; < d,<...<d,, a=d,,

d,+1 =Db. Entonces la funcion f es integrable Riemann en [a,b] vy

[P f0 dx = p i fd‘?‘_ G0 dx .

Demostracion

Sea f: [a,b]c R - R unafuncién acotadaen [a, b].

Sea D={d; €[a,b]: fesdiscontinuaen d;, j=1,2,... ,m} un conjunto finito
de discontinuidades de la funcion f en [a,b], con d; < d,; <...<d,, a=d,,
dms1 =Dh.

Silafuncién f: [a,b]c R - R esacotadaen [a, b], entonces existe k > 0, tal que

|[f(xX) | <k, paratodo x€[a,b], —k<f(x)<k.
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Supongamos que el conjunto D = @, entonces la funcién f es continua en

[a, b], entonces la funcion f es integrable en [a, b] .

Supongamos que la funcion f es discontinuaen b (oen a) ysea D={b},
entonces para todo ¢ < b, f es continua en el intervalo [a, c] , entonces f es
integrable en [a, c].

Entonces paratodo € >0, existe una particion P’ € P [a, c], tal que

suma superior — suma inferior < g ,
S(f,P') — I(f ,P') << ysea k(b—c) < <.

Afadiendo b ala particion P’, se determina una particion de [a, b],
P={b}uP eP|a, b].

Se define la suma superior y la suma inferior para la particion P :

Suma superior: S(f, P) =S(f, P") + sup{f(X) : x€[c,b] } (b-c)

[f(x) | <k, Vx€[a,b], dedonde —k < f(x) <k, entonces

sup{ f(x) : x € [c,b] } <k, entonces sup{f(x):x€e€[c,b]}(b-c)<k(b-c)
entonces sup{ f(x) : x € [c,b] } (b—c) < =,

€

entonces S(f, P') +sup{ f(x) : x € [c, b] } (b—c) <S(f,P")+ -
Entonces S(f,P) < S(f,P’) + Z

Suma inferior : I(f,P) = I(f, P") +inf{ f(x) : x € [c, b] } (b —c)
—k < f(x) <k, entonces inf{f(x):x € [c,b]}=-k entonces

inf{ f(x) : x€[c,b]}(b-c) = -k (b-c)

—~inf{ f(x): x€[c,b] } (b-c) < k(b-c), k(b-c) < % entonces
—inf{f(x) :x €[c,b] }(b-c) < - entonces

~I(f, P') —inf{f(x) : x € [c,b] } (b-c) < —I(F,P) + £

—I(f,P) = = I(f,P") — inf{f(x):x€[c,b]}(b-c), entonces
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€

~I(f P) < —I(f, P) + %

Entonces : S(f,P) + (- I(f,P)) < (S(f,P") + Z ) + (=I(f,P") + Z)

€

S(f,P) — I(f,P) < S(f,P") —I(f,P’) + =

S(f,P') — I(f,P') < % , entonces S(f,P) — I(f,P) < % + %

Entonces S(f,P)-I(f,P) < €.

En forma analoga se demuestra cuando la funcion f es discontinua en el extremo a.
Entonces la funcion f es integrable en [a, b].

Supongamos que el conjunto de puntos de discontinuidad de la funcion f en el

intervalo [a,b] es D={d;, d;,...,dj—1, d ., dn }, con

joe
d1 < d2 <...< dj—l < d] <...<dm, a=d0, dm+1:b.
Sea ¢ unpunto delintervalo (d;_; , dj), ¢;€(dj—y , dj}, j=1,2,..., m+L

Aplicando el procedimiento anterior, la funcion f es integrable en los intervalos
[di-1, ¢l ¥ [g, dj], entonces
(9 f00dx = [ feodx + [ () dx
-1 -1 j
Del resultado anterior se deduce, que la funcion f es integrable en el intervalo

[dy , d;] ytambién en el intervalo [d,, d,], entonces la funcion f es integrable en

el intervalo [d,, d,] Y

Jola fO0dx = [ fG) dx + [17 £GO dx

d0=a

[2 fdx = 32, (9 fd

do=a X)dX = iz di_y X) dx

Siguiendo el procedimiento, se deduce que la funcién f es integrable en el intervalo

[do. dms4] = [a,b] y

dm _ d;
fd0=;1 f(X) dx = Z]rrzl"l'l fdj]_1 f(X) dx
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[PEC0 dx = R [Y £ dx .

j—1
De los teoremas expuestos y demostrados, se deducen que la integral de Riemann es
aplicable a las funciones acotadas, funciones continuas, funciones monotonas y
funciones que tienen un numero finito de discontinuidades.

2.1.12. Propiedades de la Integral de Riemann

Proposicion 2.1.3.—

1) Sean f,g:[a, b] € R - R funciones integrables Riemann y sea a € R ,

entonces las funciones f+g y af son funciones integrables Riemann en [a , b].
8) [P(f+g)dx= [ fdx + [ gdx

b) fab(ocf) dx = « fabfdx
2)Sean f,g:[a, b] € R - R funciones definidasen [a , b].

a) Si f esmondtonaen [a , b], entonces f es integrable Riemannen [a , b].

i) Si f > 0 entonces fab fdx >0.

ii) Si f<g entonces fabfdx < fabgdx
b) Si f escontinuaen [a , b], entonces f es integrable Riemann en [a , b].
c) Si f es integrable Riemann en [a , b], entonces | f| es integrable Riemann en
la, bl y | [ fax| < [ 1f] dx
2.2. Integral de Lebesgue
Para definir la integral de Lebesgue, es necesario conocer un conjunto de conceptos
previamente.
2.2.1. Intervalos Reales
Definicion 2.2.1.—
Sea R el conjunto de los nUmeros reales y sean a,b € R, con a<b.

Se llama intervalo real de R, a cada uno de los siguientes subconjuntos de R :



26

[a,b] = {xeR: a<x<Db} intervalo cerrado.

(a,b) = {xeR: a<x<b} intervalo abierto.

[a,b) = {xeR: a<x<b} intervalo semiabierto.

(a,b] = {xeR: a<x<b} intervalo semiabierto.

[a,a] = {xeR: a<x<a} sellamaintervalo degenerado.

El subconjunto vacio @ de R es un intervalo.

(a,a)=@ conjunto vacio.

También se llaman intervalos de R los siguientes conjuntos:

[a,+x) = {xeER: x=a}

(a,+) = {XER: x>a}

(—o,a] = {xeR: x<a}

(-0, a) = {XeER: x<a}

El conjunto de todos los intervalos de R denotamos por:

I={lcR: I esunintervalode R}

2.2.2. Medida de Intervalos Reales

Definicion 2.2.2.—

Sea I= {lcR:Ilesunintervalode R } el conjunto de todos los intervalos de R.
Se llama medida o longitud del intervalo real I, a una funcion

m: I - [0,+ o] que asocia a cada intervalo |€ I un Gnico nimero real no
negativo m(I)€[0,+oo].

Si | es un intervalo (cerrado, abierto o semiabierto) de extremos a y b, con
a < b, entonces la medida o longitud del intervalo | esté definida por
m(l)=b-a

La medida del intervalo 1= [a,a] es m(1)=0.

La medida de los intervalos I=[a,+ o), I=(a,+ o), | =(-, a],
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I=(—c0, a) esm(l)= +o0.
La medida del intervalo (a,a)=9@ es m (@) =0.
m(R) = + o
2.2.3. Propiedades de la Medida de Intervalos Reales
Proposicion 2.2.3.—
1) Finitamente aditiva (o aditividad numerable)
Sil;, I, el, talquel; NI, = ¢ ,entonces m(I; UL)=m(I;)+m(,).
Engeneral, si I;,I,,...,Ix € 1 tal que [Nj= ¢, L # Ij;
i,je {1,2, ...k}, entonces m(UXL)=3K m().
2) Monotonia
Sil;,I, €I, talque I, cl,, entonces m(I;) < m(l,) .
3) Invarianza por traslaciones
Silel, reR,entonces m(l+r)=m(l).
2.2.4. Intervalos en R"
Definicion 2.2.4.1.—
Un subconjunto | del conjunto R™, | c R", se llama intervalo de R",
si y soOlo si, existen intervalosde R, I;, I,,..., I,, de maneraque
| es producto cartesiano de los intervalos 1, , I,,..., I,.
I= L xLx...xI,
El conjunto de todos los intervalos de R™ denotamos por:
Y= {IlcR": | esunintervalo de R" }
Definicion 2.2.4.2.—
Sea Y= {1cR":Ilesunintervalo de R" } el conjunto de todos los intervalos de

R™. Se llama medida o volumen del intervalo real I, a una funcion
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m: Y - [0,+ o] que asocia a cada intervalo | €Y un Gnico nimero real no
negativo m(1l) €[0,+o0].
m(l) =m() m(z) ... m(Iy)
2.2.5. o-Algebra (Sigma Algebra)
Definicion 2.2.5.1.—
Sea X un conjunto no vacio, X = @, sea P(X) es el conjunto potencia de todos los
subconjuntos de X y sea <A una familia no vacia de los subconjuntos de X,
A < P(X).
Se dice que la familia A es una o-algebra de subconjuntos de X, siy solo si, cumple
las siguientes condiciones:
1) ¢, XEA
1) Si A€ A ,entonces A €A, (0 X—AEA).
3) Si (Ap)pez+ €S una familia numerable de elementos de A , entonces Uyez+ Ap € A
Y Npez+Ap EA.
El conjunto X provisto de una o—-algebra A se llama espacio medible y se denota por
(X,A).
Los elementos de una o— algebra A se llaman conjuntos medibles.
Como consecuencia de la definicion anterior, se deduce la siguiente definicion:
Definicion 2.2.5.2.—
Sea (X, A ) unespacio medible .
1) Si AkeA, Vke{1,2,...,n}, entonces Up_;Ax € A, Ni_1Ak € A.
3) Si (A;)ier €sunafamiliade o— algebras en X, entonces NjerA; €S una
o— algebra en X.

4) Si A,B €A entonces A-B e A.
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Los siguientes conjuntos son o— algebras.
1) Los conjuntos { @, X} y P(X) son o—éalgebras en X.
2) Losconjuntos {@,R } y P(R) son o—algebrasen R.
3) Losconjuntos { @, R"} y P(R") son o—algebrasen R".
Definicion 2.2.5.3.—
Sea (X, A) unespacio medible .
1) Si BeA, talque B=Ug_; Ak, donde Ay €A, k=1,2,...,n,
entonces el conjunto B se llama conjunto elemental.
2) Si BE A, talque B=Ujp-; Ak, donde Ay €A, k=1,2,...,
entonces el conjunto B se llama conjunto o— elemental .
2.2.6. o—Algebra Generada
Definicion 2.2.6.—
Sea X un conjunto no vacio, sea P(X) el conjunto potencia de X y sea
NcP(X), N+@ un conjunto cualquiera de partes de X. La interseccion de
todas las o-algebras que contienen a V' es una o-algebra que contiene a IV,
Ilamada o-algebra generada (6 engendrada) por V' y denotamos por o(V).
o(NV') es la méas pequefia o—-algebra sobre X que contiene V.
o(NM)=Nijgg {A;j: N c A;, Viel}
2.2.7. o- Algebra de Borel
Definicion 2.2.7.—
Sea X un conjunto no vacio, X+ @ ysea (X,T) un espacio topologico. La
o—algebra generada por la topologia T, se llama o-algebra de Borel y denotamos por
B(X) o B(T) = o(T), cuyos elementos se Ilaman conjuntos de Borel o simplemente

borelianos.
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Los conjuntos abiertos, los conjuntos cerrados, la interseccion numerable de abiertos,

union numerable de cerrados son borelianos.

El par (X, B(T)) 6 (X,o(T)) sellama espacio medible de Borel.

La o- algebra generada por la familia de abiertos de R", se Illama o— éalgebra de Borel

en R" y se denota por B (R")

La o-— algebra generada por la familia de abiertos de R, se llama o— algebra de Borel

en R y se denota por B (R), que coincide con el o-algebra generada por cualquiera

de los siguientes conjuntos :

1) El conjunto de los intervalos abiertos E; ={(a,b): a<b}.

2) El conjunto de los intervalos cerrados E, ={[a,b]: a<b}.

3) El conjunto de los intervalos semiabiertos E; ={ (a,b]: a<b} 0
E,={[a,b): a<b}.

4) EIl conjunto de los intervalos de la forma Es ={(a,+x) : a€eR} 6
Ec={(—, a): aeR}.

5) El conjunto de los intervalos de la forma E, ={[a,+o ), aeR} 0
Eg={(—x,a]: aeR}.

2.2.8. Medida o-Algebra

Definicion 2.2.8,1.—

Sea (X, A) un espacio medible. Se llama medida o— algebra (6 medida no negativa)

definida en (X, A), auna funcion u: A — [0, +x]

que cumple las siguientes condiciones:

1) u(A)=>0, VAEA

2) u(@)=0

3)SiA,Be A, ANB=0,entonces u (AUB) = u (A) + u (B) (aditividad finita)
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En general, si (A;);cz+ €S una familia numerable de elementos de A, disjuntas dos a
dos, entonces u (Ujez+ Aj) = 221 1 (A;). (o—aditiva 6 numerable aditiva)
El espacio medible (X, A) provisto de una medida u se llama espacio de medida y se
denotapor (X,A, ).
Definicion 2.2.8.2.—
Sea (X, A, u) unespacio de medida.
1) Si Ae A, talque u (A) =0, sedice que A es un conjunto de medida cero.
2) Si u(X) <400, sediceque u esunamedida finita.
Si u (X) =1, se dice que p es una probabilidad.
3) Si (Ap)pez+ €S unasucesion de elementos de A, tal que X = Upez+An Y
u(A,)) <+ ,VneZ", sediceque p esunamedida o finita.
4) Si Ay Ay ..., AhEA, A\NA;=0, Vi#j€E{L2,...,n} y
w(UL{A)D =X (Ay), se dice que u esunamedida finitamente aditiva.
5 Si ABe Ay AcB, entonces p(A) < u(B). (1es mondtona)
6) SSIALBEA,AcBy pu(A) <+4+oo ,entonces u(B—A)=p(B) — u(A).
7) Si (Ap)pez+ €S Unasucesion de elementos de A, entonces
n (UL A) < X r(A) . (nessubaditiva)
8) Si (Ap)nez+ €S unasucesion creciente de elementos de A,
A, € Appr, Vn€eZ*, entonces B (Upez+An) = limpe n(Ay) .
(continuidad creciente de la medida)
9) Si (Ap)pez+ €S unasucesion decreciente de elementos de A,
Api1 €Ay, Vn €Z*, conmedidafinita u (A,) <+, entonces
U (Npez+Ay) = limpL p (A,) . (Continuidad decreciente de la medida)
Definicion 2.2.8.3.—

Sea X un conjunto no vacio y sea la medida definida por la funcion
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u: P(X) - [0, +o0], entonces

cardinal (A), si A es finito.
+ o0, si A es infinito.

nA = |
De acuerdo a la definicion:
p(R)=pu(N) =+, p(R")=+o
2.2.9. Medida Exterior de Lebesgue y Medida de Lebesgue
Definicion 2.2.9.1.—
Sea X un conjunto no vacio y sea P(X) el conjunto potencia de todos los subconjuntos
de X. Se llama medida exterior de Lebesgue en X, auna funcion
p o P(X) » [0, +0], tal que verifica :
1) w(@)=0
2) Si A,Be P(X), talque Ac B, entonces p*(A) < u*(B). (monotonia)
3) Si (Akez+ © P(X), entonces p* (Upl1Ax) < Xioq W (Ag) -
(numerable subaditiva)
Definicion 2.2.9.2.—
Sea (X, A ,u) unespacio de medida y sea A c X, tal que
Ac UpqAx, AKEA.
La funcion p*: P(X) — [0, +o], definida por
W (A =inf{Z n(AY, AC Uil Ak, A €A}
se llama medida exterior Lebesgue del conjunto A.

Sea (X, A ) unespacio medible. Si B € A es un conjunto o— elemental , entonces

la medida exterior de B esigual a la medida o— elemental de B.

w (B) = u(B)
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2.2.10. Medida Exterior de Lebesgue en R

Definicion 2.2.10.—

Sea P(R) ={A: A c R} el conjunto de todos los subconjuntos de R, sea { Iy}xez+
una familia numerable de intervalosde R y Ac R, tal que

A € Ugez+ Ix . La medida exterior de Lebesgue en R es una funcién

p: P(R) » [0,+00], definida por

p(A) =inf{ Xl m(Iy) © AC Ugez+ Ik, Ix cR}€ [0, +0].

2.2.11. Medida Exterior de Lebesgue en R"

Definicion 2.2.11.1.—

Sea P(R"™ = {A:AcR"} el conjunto de todos los subconjuntos de R", sea
{ In}nez+ Unafamilia numerable de intervalos de R™ y Ac R", tal que

A C Upez+ I, . Lamedida exterior de Lebesgue en R™ es una funcion

p: P(R") - [0,+c0], definida por

W(A) =inf{ £y m(1,) : AC Upezrln, Iy CRIE [0, +00].
Proposicion 2.2.3.—

Sea p*:P(R) - [0,+0co] una medida exterior en R. Entonces:

1) u* es invariante por traslaciones.
Va €eER,VACR, a+A = {a+x:x €A}, p'@@+A) = u*(A)
2) u* eshomotética.
Va eER,VAcCR, aA={ax:x €A}, p*(@A)=|al u*(A)
3) Si Ec R, Eesnumerable, entonces p*(E) =0.
4) La medida exterior de un intervalo en R es igual a su longitud.

Si | € Resun intervalo, entonces p*(1) = m(l)
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2.2.12. Conjunto Medible Lebesgue

Definicion 2.2.12.1.—

Sea X un conjunto no vacio, sea P(X) el conjunto potenciade X y sea

p o P(X) - [0, +o0] lamedida exterior de Lebesgue.

Un conjunto A < X se llama conjunto medible Lebesgue, si y solo si, para todo
conjunto E c X, severifica p*(E)=p*(ENA)+pu*(ENA°) 6

W (E) =p*(ENA) + p*(E\ A).

Un conjunto A € R se llama conjunto medible Lebesgue, si y so6lo si, para todo
conjunto E c R, se verifica p*(E) = p*(EN A) + u*(ENA®) 6

W(E)=p(ENA)+ L (ENA).

Definicion 2.2.12.2.—

Sea (X, A, pu) unespacio de medida y sea p*: P(X) - [0, +oo] la medida
exterior de Lebesgue en X. Un conjunto A < X, se llama conjunto medible
Lebesgue, si y s6lo si, paracada € >0 dado, existe un conjunto

o—elemental EEA, AcE, talque w*(E\A) <eg 0 w(E-A) <e.
Proposicion 2.2. 4.

Sea p*: P(X) - [0, +oo] la medida exterior de Lebesgue .

1) Si A c X esnumerable, entonces p*(A) =0.

2) Si u*(E) =0, entonces E es medible.

2.2.13. Funciones Medibles

Antes de precisar la definicion de funcién medible, es necesario recordar algunos
conceptos que se ha visto anteriormente.

El par (X, A) se llama espacio medible, donde X es un conjunto no vacio, A es una
o— algebra de los subconjunto de X .

Si (Y, T) es un espacio topoldgico, entonces (Y, B(T)) es un espacio Borel medible.
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SiY=R 6 Y=R, (Y,T)=(R,T) 6 (Y, T)=(R, T) es latopologia relativa usual
y (Y,B(T)) = (R, B(R)) o (Y,B(T)) = (R, B(R)) es el espacio Borel medible en R .
Definicion 2.2.13.1.—

Sean (X, A) y (Y, B) dos espacios medibles. Una funcion f: (X, A) —» (Y, B) se
llama A-B medible (0 simplemente funcién medible), siy sélo si, paratodo B € B,
f~1(B)e A .

Esto es:

f: (X,A) - (Y,B) esmedible, siysélosi, YVBeB, f"1(B) € A.

El conjunto de todas las funciones medibles denotamos por

FOX, A, Y,B) = {f: X,A)>(Y,B): VBeB, f }(B)eA}

Definicion 2.2.13.2.—

Sea (X, A) un espacio medible y sea (Y, T) un espacio topoldgico y sea

(Y, B(T)) un espacio Borel medible .

Una funcién f: (X, A) — (Y, B(T) ) es medible (6 Borel medible) ,

siy solo si, paratodo abierto G de T, f~}(G) e A.

Definicion 2.2.13.3.—

Una funcion f: (X, A) - (R,B(R)) 6 f: X >R es medible, siy sélo si, para
cualquier subconjunto abierto Gde R=[-o0,+o], f 1 (G) e A.

Esto es:

Una funciéon f: X— R es medible, si y solo si, verifica cualquiera de las

condiciones:

1) Paratodo a€ R, f~*((a,+o]) = {xeX: f(x) >a} € A. (medible)

2) Paratodo a€ R, f™1([a, +0]) = {xeX: f(x) >a} € A. (medible)

3) Paratodo a€e R, f~1 ([, a)) = {xeX: f(x)<a} € A. (medible)

4) Paratodo a€ R, f~1([-o0, a]) = {xeX: f(x) <a} € A. (medible)
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Proposicion 2.2.5.—
Sea (X, «A) un espacio medible, sean f, g: X - R dos funciones, c € R.
Entonces:
1) Si fes una funcion constante, entonces f es medible.
2) Si fyg son funciones medibles, entonces c¢f, f+ g, f.g son funciones medibles.
3) Si fy g son funciones medibles, entonces los conjuntos
{xeX :f(X)<gX)}, {xeX:fxX)<gxX)}, {xeX : f(x)=9(x)}
son medibles.
4) Si fy g son funciones medibles, entoncesmax {f, g}, min{f,g},
f*, =, f2, |f] son medibles.
5) Si f,: X>R,Vn € Z* esunasucesion de funciones medibles ,
entonces

sup {f,,ne€Z*}, inf{f,,neZ*}, lim,,, sup{f,} y liminf{f,}
n—>o0o0

son medibles.
2.2.14. Funcién Caracteristica
Definicion 2.2.14.—
Sea X un conjunto no vacioysea A c X.
Una funcion x, : X - R definida por

(1, si x€A
XA(X)_{O, si x&A

se llama funcidn caracteristica en A.

La funcidn caracteristica es una funcion medible.
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2.2.15. Funcion Simple

Definicion 2.2.15.1.—

Sea X un conjunto no vacio, X # @. Una funcién f: X - R se llama
funcién simple, si y solo si, su rango o imagen es un conjunto finito de
valores distintos del conjunto R .

Esto es:

Una funcion f: X - R se llama funcion simple, si y sélo si, la imagen de f
Im(f) =f(X) = {c1, c2,..., g} CR.

Definicion 2.2.15.2.—

Sea X un conjunto no vacio, X # @, sean ¢, €R, k=1, 2, ... ,p
vk#je{1,2, ..., p}, demodoque U_ A = X.

Unafuncion f = 3P_ cpxa, @ X - R definida por

f(X) = (ZhoqCrXa,) (X) = XhoqCkXa, (X), paratodo x € X, donde
Xa, ©s lafuncion caracteristica, se llama funcion simple.

Definicion 2.2.15.3.—-

Sea A un subconjunto medible de R. Una funcién medible f: A—- R

se denomina funcidén simple, si y sélo si, los valores de f es un conjunto finito
de valores de R, es decir la imagen de f es un subconjunto finito de R.
Definicion 2.2.15.4.—

Sea A un subconjunto medible de R. Una funcion medible f: A — R es una funcion
simple, si y solo si, existe una particion medible de A,
P={Xy,X1,. - Xk—1s Xk »+-+,Xn }

P={Ax=xx— X¢x-1, K=1,2,...,n}, talque

f(x) = Yk=1ckfa, (X), VXEA, donde
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fy, eslafuncion caracteristica de Ay .

k

Proposicion 2.2.6.—

Sea A un subconjunto medible de R. Si f: A — R es una funcion medible no
negativa, entonces existe una sucesion no decreciente { f, } de funciones simples no
negativas, tal que{ f, } converge puntualmente a f, lim,_, f, (X) = f(x).

2.2.16. Funcién Simple Medible

Definicion 2.2.16.—

Sea (X, A) unespacio medible, sean ¢, R, k=1, 2, ... ,p
ysean Ay c X, Ay€A, k=1,2,...,p, AxNA=0,
vk#je{l,2,...,p}, demodoque Up_,Ax = X.

La funcion definida por f = 2£=1Ck Xp - (X, A)> R O
f=3r_ Ckxa, : X > R, donde

Ap={xeX: f(X)=c}=f1(cx) , k=1,2,...,p Yy
Xa, ©s lafuncion caracteristica, tal que

f(X) = (Xhoickxa,) (X) = Xp_,cxxa, (X), paratodo x € X,
se llama funcién simple medible.

El conjunto de todas las funciones simples medibles, se denota por
S((X,A), R) ={f: X > R : f(x) = Xp_;Crxa (X}
Proposicion 2.2.7.—

Sea (X, A) un espacio medible.

Si f, g: X = R son funciones simplesy ¢ € R, entonces:

1) f+g, f.g y cf sonfuncionessimples.
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2.2.17. Funciones Medible Lebesgue

Definicion 2.2.18.—

Sea A un subconjunto medible de R ysea f:A — R una funcion. Se dice que la
funcién f es medible Lebesgue, si y sélo si, para todo nimero real c, el conjunto
{xeA:f(x) >c} =f1((c, +o)) esmedible.

Proposicion 2.2.7.—

Sea A un subconjunto medible de R. Si f, g A - R son funciones medibles,

entonces las funciones f+g, kf, f.g, k&€ R son medibles.

2.2.18. Parte Positiva y Negativa de una Funcion Medible

Definicion 2.2.18.—

Sea A un subconjunto medible de R ysea f: A— R unafuncién medible.
La parte positiva de la funcion f, denotada por f* , se define como

+ _(fx), sif(x) =0
f (X)_{O, si f(x) < 0

=(sup{f.0})(x) = sup{f(x),0(x)}
La parte negativa de la funcion f, denotada por f ~, se define como

_ _(—fx), sif(x) <0
f (X)_{ 0, sif(x) =0

=(sup{-f,0})(x) = sup{-f(x),0(x)}
De la definicion se deduce:
1) Las funciones f*: A—- R, f~: A—> R son medibles no negativas.
2) f=1ft—f", esdecir f(x) = ff(x) - f~(x), VXEA.
3 |f| =fr+ f~

4) f: A—> R esmedible, siysoélosi, f* y f~ son medibles.
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2.2.19. Construccion de la definicion de la Integral de Lebesgue
Para definir la integral de Riemann, se realiza particiones del dominio de la funcién y el
valor de la integral se obtiene sumando los productos del valor de la funcién en cada
punto de los intervalos de particion por la medida de los intervalos de particion.
Para definir la integral de Lebesgue, se realiza particion de la imagen de la funcién y el
valor de la integral se obtiene sumando los productos de las medidas de las pre
imagenes de los intervalos de particion de la imagen de la funcion por el valor de la
funcién en cada intervalo de particion de la imagen de la funcién. Este procedimiento,
explicamos de la siguiente manera.
Seaf: [a,b]c R — R unafuncion definidaen [a,b], talque y=f(x) eR,
a<x<by m<f(x) <M 6 m<y<M, donde m y M son respectivamente
el minimo y maximo de la funcion f, de manera que, la imagen de la funcién f es
Im({) =[m,M]cR y eldominio de lafuncion f es Dom(f)=[a,b]cR.
Sea P={m=yo, y1,¥2, -+, Y1+ YK+ -+ » ¥Yn-1, ¥Yn =M}, con
M=y, < V1 <V < ... <Vre1 <V < ... < V¥Ypo1 < yp =M unaparticién
de la imagen de la funcionf, Im(f) = [m,M].
Sean Eq=f"1(yy), Eoc[a,b],

Ex=f"" ([yk-1, yx1), Exc[a,b], k=1,2,...,n
ysean m (E;) = po medidade E,,

m (Ey) = py, medidade Ep, k=1,2, ..., n
Consideremos que las sumas superiores y las sumas inferiores estan definidas por:
Sumas superiores S (f,P) = yo Ho + Xk Vi Mk

Sumas inferiores | (f,P) = yo Mo + Xk V-1 Mk-1

Entonces S(f,P)—1(f,P) = Xx (Vk — Yk-1) Mk
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Si paracada & > 0dado, ladiferencia yyx — yx_1 €S muy pequefia o tiende a cero ,
Vk— Vk-1 < &, entonces S(f,P)-1(f,P) <e&,
entonces se dice que la funcion f es integrable en el intervalo [a, b] y el valor de la

integral es

b

LfGdx= [ £ di = yomo + Xk Vica Hie1 = YoHo + Xk Yic M-
2.2.20. Integral de Lebesgue de Funciones Simples

Definicién 2.2.21.1.—

Sea (X, A, u) un espacio de medida y sea la funcion simple medible no
negativa f: X - R, f = ¥P_, cx xa,, talque f(x) = XP_, cx x4, (X),
con CkZO, Akchl, kE{l,Z,...,p}, AkﬂA]-:(ZS,
vk=je{1,2,...,p}, Up_, A =X.
La integral de Lebesgue de la funcion f sobre X respecto de u
se define como el numero real
1(F,A) = [, f)du =
= Jx (Zhet ok X2 (®) du
= ket & Uy xa, (0 du) = Xp_; o u (A
Entonces: 1(f,A) = [ f(x)duy = XP_; ck p(Ax) .
Definicion 2.2.21.2.—
Sea (X, A, p) un espacio de medida y sea f una funcion simple medible no

negativay sea A € A. Laintegral de Lebesgue de f sobre A, se define

como el nimero real

fA fd[,l. = fA fXA d‘Ll = Z]Izzl Ck U (AknA) :
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Definicion 2.2.21.3.—
Sea (X, A, w) un espacio de medida, sea f una funcidon simple medible no negativa y
sea g: X — R unafuncion medible.

La integral de Lebesgue de g sobre X respecto de u, esta definida por

Jy gdu =sup{ [, fdu: 0<f<g}.
Definicion 2.2.21.4.—

Sea A un subconjunto medible de R, sea

P={X0,X1, 1 Xke1s Xk s+ Xn }»

P={Ay=Xx— Xx—1, K=1,2,...,n} unaparticion medible de A y sea

f: A- R, tal que f(x) = Yg_;ck fa (X), ¥V X €A unafuncion simple no negativa.
La integral de Lebesgue de la funcion f sobre A con respecto a la particion P es el
namero real definido por Y- cx d (Ax) Y se escribe

I(f,P) = [, fdu = ZP_ cpuA), 0< [, fdu < oo

2.2.21. Propiedades de la Integral de Lebesgue

Sea (X , A, u) un espacio de medida, sean f , g funciones simples medibles no
negativas y ¢ > 0. Entonces:

1) [ (f+g) du=][, fdu + [, gdu

2) fX (cHdu =c fX fdu

3) Si f< g,entonces [, fdu < [ gdu

4) Si A€ A con u(A)=0,entonces [, fdu=0.

5) Si A es un subconjunto medible de R, entonces fR fa du = u(A).

6) Si Ay B son subconjuntos mediblesde R 'y An B # @, entonces

J, fs du = u(AnB).
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2.2.22. Integral de Funciones Medibles no Negativas
Definicion 2.2.23.1.—

Sea A un subconjunto medible de R yseaf: A — R unafuncién medible no

negativa. La integral de Lebesgue de la funcion f sobre A, denotado por fA fdu, se
define como el nimero real no negativo o infinito

J, fdp=1limy,e [, fy du, 0< [, fdu<oo.

Definicion 2.2.23.2.—

f: A— R unafuncién medible no negativa. Se dice que la funcion f es integrable
sobre A, si ys6losi, 0< [, fdu<oo,

Proposicion 2.2.9.—

1) Si f,g: A—= R son funciones medibles no negativasy f < g, entonces

J, fdu <[, gdu.
2) Si f,g: A— R son funciones medibles no negativas y k > 0, entonces

f+ gy k fson funciones integrables sobre A y se cumple
a) [, (f+g)du = J, fdu +J, gdu
b) [, (kf)du = k[, fdu

2.2.23. Integral de Funciones Medibles Arbitrarias

Si f: A— R esunafunciéon medible, entonces f=f*— f~, donde

f+, £~ son funciones medibles no negativas, entonces fA ftdu y
fA f ~ du estan bien definidas y se cumple 0 < fA frdy <oy

0</, fdu <.
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Definicion 2.2.24.1.—
Sea f: A—> R unafuncion medible y f = f*— f~. Laintegral de

Lebesgue de la funcion f sobre A, se define como

Jy fdp = [, frdu - [, - du.

De la definicion se deduce las siguientes proposiciones:

1) Lafuncién f: A—> R esintegrable sobre A, siysoélosi, f* y f~son
integrables sobre A, esdecir 0< f, f*dy <o yO0<[ f du <oo,
lo cual implica que —o0 < f, fdu < oo, esdecirel valorde [, fdu

es un namero real.
2) Silafuncion f: A — R esmedible, entonces f es integrable sobre A,

si y solo si, | f| es integrable sobre A.
3) Sea L(A,R) = {f: A-> R medible / —0 < fA fdu < oo} el conjunto
de funciones medibles integrables sobre A. La integral es una aplicacion
I: L(A,R) - R definidapor I(f) = [, fdu.
Laaplicacion 1: L(A,R) —» R eslineal y se verifican :
a) [, (f+gdu= [, fdu+ [, gdu, VFgeL(A, R)
b) [, (kf)du = k[, fdu , VIEL(A,R), VKER
4) Si f: A— R es integrable sobre A, entonces |fA fdu | < fA | f]du

5) Si f,g: A— R sonintegrables sobre A y f<g, entonces

o fdu < J, gdu.
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CAPITULO 111
COMPARACION ENTRE LA INTEGRAL DE RIEMANN Y LA INTEGRAL DE

LEBESGUE

El siguiente teorema establece la relacion entre la integral de Riemann y la integral de
Lebesgue.

Teorema 3.1.—

Sea[a,b] € R, con a<b unintervalo real acotado y cerrado, y sea
f: [a,b]c R — R unafuncion real definidaen [a, b] y con valoresen R.
Si la funcién f es integrable Riemann en [a, b] , entonces la funcion fes

integrable Lebesgue en [a, b] y los valores de las integrales son iguales
0 equivalentes, fab fdx = f[a p FdU

Demostracion.
f: [a,b]c R — R esuna funcion real.

Supongamos que la funcion f es integrable Riemann en [a, b], demostrar que la

funcion f es integrable Lebesgue en [a,b] vy fab fdx = f[a p Fdu-

En efecto:
Sea P,={a=xq,, Xy, X3, ..., X =b}, neN, n=>1,
con a=x, < X1 <X, < ... <Xy <X < ... <x,=b

una particion del intervalo [a , b].

Se define el infimo y supremo de la funcion f.

infimo my =inf { f(X), X €(xx—Xk_1 )}, k=1,2,... ,n
Supremo My =sup {f(X), X €(xx—Xx—1 )}, k=1,2,... ,n
Se define la suma inferior y suma superior de la funcién f.

Suma inferior I(f, P,) = Yroy My (X — X1 ) Y
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Suma superior S(f, P,) = Ypoq My (X — Xg_1 )

Se define la integral inferior e integral superior de la funcién f.
Integral inferior S = fab fdx =sup { I(f,P,), P, esparticionde[a,b]}

Integral superior S = fab fdx =inf{S(f, P,), P, esparticionde[a,b]}
Por hipdtesis, la funcion f es integrable Riemann en [a, b], entonces
S=S-= fab fdx =sup { I(f,P,), P, esparticionde[a,b]}=

inf { S(f, P,), P, esparticionde [a,b] }
En la sucesion de particiones del intervalo [a, b]
P,,P,..., P,, N€N, n>1, seescribe
P,, ,=P,UP,, ;=P,UP,UP;, ..., P,= PLUP,U... UP,
de donde se tiene
Ppch,PbcPk, bch, ..., ,CPyy, ..., NEN, nN=>1
que es una sucesion creciente de particiones del intervalo [a, b].
Si n esunvalor grande (n — o) los intervalos de la particion de [a, b],
seran mas pequefios, lo cual permite definir dos sucesiones de funciones.
Sea {hy, h, ,..., hy} 6 {h, } unasucesion creciente de funciones,
acotada superiormente por la funcion f, tal que lim,_, {h,} =h,
entonces h <f.
Sea {g1, 82, .-, n}t 0 {g,} unasucesion decreciente de funciones,
acotada inferiormente por la funcién f, tal que lim,_. {gn} =0,
entonces f<g, de maneraquesecumple h < f < g.
Cuando el valor de n es grande (n — o), la sucesion de particiones
P, € P,,1 es muy fina, entonces las sucesiones {h, } y{ g, } son

funciones escalonadas, entonces son sucesiones de funciones medibles,



por tanto, son integrables Lebesgue.

Entonces:

Suma inferior I(f, P,) = f[a bl h, du

Suma superior S(f, P,) = f[a b 8n du
Entonces:

Integral inferior S = limye, I(f, %)= lim f  hydu= [ , hdu
n—oo ’ ’

Integral superior S = lim,,. S(f,P,) = lim f[a p) Sndu = f[a py 8 du
n—-oo ’ 4

Como la funcion f es integrable Riemann, entonces

Integral inferior = Integral superior, es decir

S=S= fab fdx, entonces [, hdu = [ . gdu ycomo
h < f < g, entonces h =g =fentonces

f[a’b] hdu = f[a’b] gdu = f[a'b] fdu

Por tanto, la funcion f es integrable Lebesgue.

Como S =S = fab fdx, entonces

b — —_— —
J, fdx = f[a,b] hdu = f[a,b] gdu = f[a,b] fdu

Por tanto fab fdx = f[a p Fdu

3.1. Comparacion entre la Integral de Riemann y la Integral de Lebesgue
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1) La integral de Riemann se define mediante particiones del dominio de la funcion y

determinando el valor de la funcion en los puntos de cada intervalo de la particion.

En cambio, para definir la integral de Lebesgue se realiza particion de la imagen de

la funcion y se mide el tamafio del dominio, para los cuales la imagen de la funcion

estd comprendida entre dichos valores.
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2) SOlo las funciones acotadas definidas en un intervalo acotado y cerrado son
integrables Riemann. En cambio, las funciones no acotadas no son integrables
Riemann.

3)Sea f:[a,b] € R — Runafuncién acotada definida en [a,b] . Entonces:

a) La funcion f es integrable Riemann, si y solo si, es continua, monétona creciente
o decreciente en [a,b].

b) La funcion f es integrable Riemann, si y sélo si, es continua en casi todo punto de
[a,b].

c) Si la funcion f es Riemann integrable, entonces f es integrable Lebesgue y las dos
integrales coinciden, fabfdx= Jy fdu.

4) Toda funcion integrable Riemann, es integrable Lebesgue. El reciproco no
es cierto.

5) La integral de Riemann es méas usual cuando el dominio de la funcién es un
intervalo acotado y cerrado. En cambio, la integral de Lebesgue es una
generalizacion de la integral de Riemann.

Ejemplo

El siguiente ejemplo muestra la relacion y coincidencia de la integral de Riemann y la

integral de Lebesgue.

Sea la funcionreal f: A=[0,6] — R definida por

2, 0<x <1, x€ A =0, 1]
fx) =43, 1 <x <3, x€ A,=]1, 3]
6, 3<x<6, x€ A;=]3, 6]

a) Aplicando la integral de Riemann
A= A; U A, U A; esunaparticion de A

f:f(x) dx = f012dx +f133dx + f366dx



[ZX]z + [3X]i + [6X]:

2(1) + 3(2) + 6(3)
f06 f(x)dx = 26
b) Aplicando la integral de Lebesgue
f(A) = {c;=2, ¢c;,=3, c3=6} esfinito, lafuncion f es
una funcion simple.
f[o,e] f(x)du = Zi3=1 cu(A) = cqu(A) + cu(Ay) + czu(Ay)

2(1-0) +3(3-1) + 6(6 —3)

Jo g fFOdu=2(1) +3(2) +6(3)

f[o,s] f(x)du = 26

49
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CONCLUSIONES

PRIMERA: Dada una funcion f: [a,b] € R — R, las integrales de Riemann y

Lebesgue coinciden si: f es acotada y continua en [a , b]; mondtona en

[a, b] y discontinua en un nimero finito de puntos de [a, b].

SEGUNDA: La integral de Riemann estd definida para funciones reales acotadas y

TERCERA:

continuas, mondtonas y discontinuas en un namero finito de puntos de su
dominio; y la integral de Lebesgue estd definida en general para
funciones medibles (continuas y no continuas).

En la integral de Riemann se particiona el dominio de la funcion, en
cambio en la integral de Lebesgue se particional el rango de la funcién.
En la integral de Lebesgue, la funcién a integrar debe ser medible,
mientras que para la integral de Riemann no se usa medida.

La integral de Lebesgue es méas general que la integral de Riemann.
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RECOMENDACIONES

PRIMERA: Se recomienda que, en la restructuracion de plan de estudios de la Escuela
Profesional de Matemaéticas de la Universidad Nacional de San Antonio
Abad del Cusco, se contemple la asignatura de analisis matematico con
enfoque de integral de Lebesgue.

SEGUNDA: A los docentes del Departamento académico de Matematicas y Estadistica
de la Universidad Nacional de San Antonio Abad del Cusco,
complementar en la ensefianza de integrales el enfoque de Riemann con

Lebesgue.
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COMPARACION ENTRE LAS INTEGRALES DE RIEMANN Y LEBESGUE

PROBLEMA

OBJETIVO

METODOLOGIA

PROBLEMA GENERAL

¢Bajo qué condiciones los
resultados de las integrales
de Riemann y Lebesgue
coinciden?

PROBLEMAS
ESPECIFICOS

a) ¢Para qué tipo de
funciones estan definidas
las integrales de Riemann y
Lebesgue?

b) ¢Cuales son las
diferencias entre la integral
de Riemann y la integral de
Lebesgue?.

OBJETIVO GENERAL

Determinar las condiciones
bajo las cuales las integrales
de Riemann y Lebesgue
coinciden.

OBJETIVOS
ESPECIFICOS

a) Establecer los tipos de
funciones para los cuales
estan definidas la integral de
Riemann y Lebesgue.

b) Establecer las diferencias
entre las integrales de
Riemann y Lebesgue.

— Investigacion
cuantitativa.

— Alcance descriptivo.
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